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Лекция 1
Введение в теорию принятия решений

В.1. Теория принятия решений – модель исследования операций.

При решении задач организационного управления широко применяются методы исследования операций.

Исследование операций – научный подход к решению задач организационного управления [ ]. Под задачами организационного управления понимаются повседневные задачи управления организацией, связанные с выполнением определенных «операций»: календарное планирование, управление запасами, вопросы эксплуатации оборудования и др. Практика показывает высокую эффективность методов исследования операций при решении практических задач управления. Именно задача принятия решений является главной для всех операционных исследования.

В соответствии с [ ] схема решения задачи методом исследования операций выглядит следующим образом: Реальная задача – Уяснение и формулировка задачи – Построение модели – Модель – Поиск оптимальных решений – Оптимальное решение – корректировка модели – Выдача рекомендаций.

В роли входных данных выступает реальная задача. Первым этапом решения задачи является уяснение и формулировка задачи – приведение входных данных к виду, удобному для построения модели. Модель – приближенное отображение действительности. Построение модели является основной отличительной чертой операционного подхода к решению задач. По построенной модели различными методами осуществляется поиск оптимальных решений. Из них выбирается наилучшее (по некоторому признаку) и, на основании выбранного решения, производят выдачу рекомендаций.

Модели исследования операций можно разбить на два больших класса: детерминированные модели (входные данные однозначно определяют результат) и стохастические модели (допускают наличие некоторой неопределенности). Перечислим наиболее важные из них.

              Детерминированные модели:                 Стохастические модели                                     1. Линейное программирование                       1.Теория массового  обслуживания .2.Целочисленное программирование.         2. Теория  принятия решений .
 3. Теория графов.
                                3. Теория игр.                                                    
 4. Нелинейное программирование.               4. Имитационное моделирование.       5. Математическое программирование.   5. Динамическое программирование.

            Как видим, теория принятия решений принадлежит к классу стохастических моделей и тем самым допускает наличие некоторой неопределенности, свойственной большинству реальных задач.

           В.2. Основные определения теории принятия решений.

           Задача принятия решения направлена на определение наилучшего (оптимального) способа действий для достижения поставленных целей. Под целью понимается идеальное представление желаемого результата. Если фактическое состояние не соответствует желаемому, то имеет место проблема. Выработка плана действий по устранению проблемы составляет сущность задачи принятия решений. Проблема всегда связана с определенными условиями, которые обобщенно называют ситуацией. Совокупность проблемы и ситуации образует проблемную ситуацию. Выявление и описание проблемной ситуации дает исходную информацию для постановки задачи принятия решений.

          Субъектом всякого решения является лицо, принимающее решение (ЛПР). Понятие ЛПР является собирательным. Это может быть одно лицо – индивидуальное ЛПР или группа лиц, вырабатывающих коллективное решение, - групповое ЛПР. Для помощи ЛПР в сборе и анализе информации и формировании решений привлекаются эксперты – специалисты по решаемой проблеме.

          Принятие  решения происходит во времени, поэтому вводится понятие процесса принятия решений. Этот процесс состоит из последовательности этапов и прцедур и направлен на устранение проблемной ситуации.

          В процессе принятия решений формируются альтернативные (взаимоисключающие) варианты решений и оценивается их предпочтительность. Предпочтение – это интегральная оценка качества решений, основанная на объективном анализе и субъективном понимании ценности и эффективности решений. Конечным результатом задачи принятия решений является решение, которое представляет собой предписание к действию. Решение называется допустимым, если оно удовлетворяет ограничениям: ресурсным, юридическим, правовым, морально-этическим. Решение называется оптимальным, если оно обеспечивает экстремум  критерия выбора.

          Обобщенной характеристикой решения является его эффективность. Эта характеристика включает эффект решения, определяющий степень достижения целей, отнесенный к затратам на их достижение. Решение тем эффективней, чем больше степень достижения целей и меньше затраты на их реализацию.

          Теория принятия решений (ТПР) представляет собой набор понятий и систематических методов, позволяющих всесторонне анализировать проблемы принятия решений в условиях неопределенности. Цель ТПР – совершенствование процесса принятия решений. В основе ТПР лежит представление о том, что выбор альтернатив должен определяться двумя факторами:

1. Представлениями ЛПР о вероятностях различных возможных исходов, которые могут иметь место при выборе того или иного варианта решения.

2. Предпочтениями, отдаваемыми различным исходам.
Выделяют четыре этапа процесса принятия решений:

1. Формирование возможных исходов.

2. Описание вероятностей возможных исходов.
3. Ранжировка предпочтений возможных исходов через их полезность.
4. Рациональный синтез информации, полученной на первых трех этапах.
В.3. Виды классификаций задач принятия решений.

Наиболее общими и существенными признаками классификации задач принятия решений в соответствии с [ ] являются:

1. Степень определенности информации

- Задачи принятия решений в условиях определенности.

- Задачи принятия решений в условиях вероятностной определенности (в условиях риска).

          - Задачи принятия решений в условиях неопределенности.

     2. Использование эксперимента для получения информации.

         - Задачи принятия решений по априорным данным.

          - Задачи принятия решений по апостериорным данным.

     3. Количество целей.

          - Одноцелевые задачи принятия решений.

          - Многоцелевые задачи принятия решений.

     4. Количество лиц, принимающих решение.

          - Индивидуальные задачи принятия решений.

          - Групполвые задачи.

    5. Содержание решений.

          - Технические задачи принятия решений.

          - Экономические задачи принятия решений.

          - Политические задачи принятия решений.

          - Военные задачи принятия решений и др.

     6. Значимость и длительность действия решений.

          -Долговременные задачи принятия решений.

          - Среднесрочные задачи принятия решений.

          - Краткосрочные задачи принятия решений .

В.4. Характерные черты задач принятия решений

          Типичные задачи принятия решений имеют много характерных особенностей, которые можно проанализировать и лучше понять с помощью ТПР. Перечислим основные из них.

1. Многоцелевой характер. Часто при принятии решения, ЛПР приходится преследовать сразу несколько целей, причем эти цели могут быть противоречивыми. Это означает, что попытка продвижения по пути достижения одной из целей, обычно сопровождается ухудшением результатов по другим. Таким образом, ЛПР оказывается перед необходимостью выбора между противоречивыми целями.

2. Воздействие фактора времени. Не всегда можно сразу наблюдать последствия принятого решения. Часто трудно бывает указать конкретный промежуток времени в течение которого можно наблюдать то или иное последствие.
3. Неформализуемые понятия. Такие понятия, как добрая воля, престиж, волнение, шутка, страдание, политические действия и т.д., являются примерами очень важных неформализуемых понятий, которые существенно усложняют задачу.
4. Неопределенность. В момент принятия решения неизвестны последствия каждой из альтернатив.
5. Возможности получения информации. Часто удается получить некоторую информацию, помогающую решить, какую из альтернатив следует выбрать. Однако получение такой информации может потребовать больших затрат времени и денег, и к тому же она может быть не вполне достоверной.

6. Динамические аспекты процесса принятия решений. После того как некоторое решение выработано, может оказаться, что задача не исчерпана до конца, и потребуется принять очередное решение через некоторый промежуток времени. Важно распознать заранее такие динамические аспекты проблемы и увидеть, какие возможности могут открыться в будущем благодаря данному решению.

7. Влияние решений на группы. Принятое решение может повлиять на большое количество различных групп. В такой ситуации полезны любые сведения, способные оказать помощь ЛПР.

8. Коллективное принятие решений. Часто ответственность за альтернативы несет не отдельное лицо, а целая группа (коллективное ЛПР).

Многие важные задачи не обладают всеми перечисленными особенностями, но часто их оказывается вполне достаточно, чтобы сделать задачу трудноразрешимой. ТПР позволяет проводить анализ всех этих вопросов независимо и дает схему для последующего синтеза информации с целью выработки наилучшего способа действия.

           В.5. Формирование возможных исходов.

          Процесс формирования возможных исходов состоит из 3 этапов:

1. Анализ проблемной ситуации.

2. Формирование целей и ограничений.

3. Определение и оценка возможных исходов.

Рассмотрим каждый этап процесса формирования возможных исходов более подробно.

Анализ проблемной ситуации. Содержанием анализа проблемной ситуации является:

 1.Определение существования проблемы.

 2.Определение новизны проблемной ситуации.

 3. Установление причин возникновения проблемной ситуации.

 4.Определение взаимосвязи с другими проблемами.

 5.Определение степени полноты и достоверности информации о проблемной ситуации.

 6.Определение возможности разрешимости проблемы.

 7.Определение способа сбора информации.

 8. Указание способа развития задачи во времени.

Формирование целей и ограничений. Под целью понимается идеальное представление желаемого результата состояния или результата деятельности. Должен быть задан подходящий набор целей и указаны соответствующие им меры эффективности. Это дает возможность определить степень, с которой заданные цели могут быть достигнуты с помощью различных способов действий. Кроме того, должен быть задан соответствующий набор ограничений.

Определение и оценка возможных исходов. Определение возможных исходов подразумевает под собой поиск вариантов решений для достижения поставленных целей. Для каждого способа действия возможные исходы описываются в единицах принятых мер эффективности.

Лекция 2
1.ОПИСАНИЕ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ В ТЕОРИИ     ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ
          Одна из основных проблем в ТПР – необходимость учета неопределенностей, оценки и управления рисками. Для описания неопределенностей применяют различные подходы. Прежде всего, необходимо разобраться с проблемами измерения различных величин, используемых в процессе принятия решения. Они могут быть измерены в тех или иных количественных или качественных шкалах. Поскольку в выборе конкретной шкалы имеется некоторый произвол (например, расстояние можно измерять в аршинах, саженях или метрах), то необходимо, чтобы принимаемое решение не зависело от этого произвола. Теории измерений (ТИ)  посвящен первый раздел настоящей главы, а, именно, инвариантным алгоритмам и средним величинам. Для описания неопределенностей и рисков чаще всего используют вероятностно-статистический подход. Во втором разделе рассматриваются основные понятия и результаты в области теории вероятностей и статистики. В третьем разделе рассматривается статистика интервальных данных. В ней исходные данные – не числа, а интервалы. Таким образом, неопределенность величин, используемых в процессе принятия решения, моделируется путем замены конкретных численных значений на интервалы, в которых содержатся рассматриваемые величины. Интервальные данные – частный случай нечетких данных. Нечеткость, расплывчатость, размытость понятий и величин – типичная черта многих задач принятия решений. Основам теории нечеткости посвящен четвертый раздел. В нем рассмотрена, в частности,  система утверждений, согласно которой теория нечеткости в определенном смысле сводится к теории случайных множеств – одной из частей вероятностно-статистической теории.

1.1. Инвариантные алгоритмы и средние величины.
          Основное требование к алгоритмам анализа данных в ТИ формулируется так: выводы, сделанные на основе данных, измеренных в шкале определенного типа, не должны меняться при допустимом преобразовании шкалы измерения этих данных. Другими словами, выводы должны быть инвариантны по отношению к допустимым преобразованиям шкалы.

          Таким образом, одна из основных целей теории измерений – борьба с субъективизмом исследователя при приписывании численных значений реальным объектам. Выбор единиц измерения зависит от исследователя, т.е. субъективен. Статистические выводы могут быть адекватны реальности только тогда, когда они не зависят от того, какую единицу измерения предпочтет исследователь, т.е. когда они инвариантны относительно допустимого преобразования шкалы.

          Сформулированное условие является достаточно сильным. Покажем это на примере сравнения средних величин

          Пусть  Х1, Х2, …, Хn  - выборка объема    n. Часто используют среднее арифметическое                   Х1 + Х2 +…+Хn
                                    Хср=   ──────────
                                                         n
         Использование среднего арифметического настолько привычно, что второе слово в термине часто опускают. И говорят о средней зарплате, среднем доходе и других средних для конкретных данных, подразумевая под «средним» среднее арифметическое. Такая традиция может приводить к ошибочным выводам, т.к. среднее арифметическое можно использовать лишь для достаточно однородных совокупностей (без  больших выбросов в ту или иную сторону). Для разнородных совокупностей используют медиану, которая показывает «центр», около которого группируется основная масса исследуемых величин. Еще одна средняя величина – мода, наиболее часто встречающееся значение. Например, при описании доходов и заработной платы справедлива следующая закономерность – мода меньше медианы, а медиана меньше среднего арифметического.

          Средние величины используются для того, чтобы заменить совокупность чисел одним числом, чтобы сравнивать совокупности с помощью средних.

          Известны различные виды средних величин: среднее арифметическое, медиана, мода, среднее геометрическое, среднее гармоническое, среднее квадратическое. Общее понятие средней величины  введено французским математиком О.Коши. Оно таково: средней величиной является любая функция f (Х1 , Х2 , …, Хn )  такая , что при всех возможных значениях аргументов значение этой функции не меньше, чем  минимальное из чисел 

Х1 , Х2 , …, Хn , и не больше, чем максимальное из этих чисел. Все перечисленные выше виды средних являются средними по Коши.

          При допустимом преобразовании шкалы значение средней величины, очевидно, меняется. Но выводы о том, для какой совокупности среднее больше, а для какой – меньше, не должны меняться ( в соответствии с требованием инвариантности выводов, принятом  как основное требование в ТИ).

          С помощью математической теории, развитой в [ ] , описан вид допустимых средних в основных шкалах. Для данных, измеренных в шкале наименований, в качестве среднего годится только мода.
Лекция 3
1.2. Вероятностно-статистические методы описания неопределенностей в теории принятия решений
Теория вероятностей и математическая статистика это основа вероятностно-статистических методов принятия решений. Чтобы воспользоваться их математическим аппаратом, необходимо задачи принятия решений выразить в терминах вероятностно-статистических моделей. Применение конкретного вероятностно-статистического метода принятия решений состоит из трех этапов:

- переход от экономической, управленческой, технологической реальности к абстрактной математико-статистической схеме, т.е. построение вероятностной модели системы управления, технологического процесса, процедуры принятия  решений, в частности по результатам статистического контроля, и т.п.;

- проведение расчетов и получение выводов чисто математическими средствами в рамках вероятностной модели;

- интерпретация математико-статистических выводов применительно к реальной ситуации и принятие соответствующего решения.

Математическая статистика использует понятия, методы и результаты теории вероятностей. Рассмотрим основные вопросы построения вероятностных моделей принятия решений в управленческих, технологических и иных ситуациях. Для активного и правильного использования нормативно-технических и инструктивно-методических документов по вероятностно-статистическим методам принятия решений нужны предварительные знания. Так, необходимо знать при каких условиях следует применять тот или иной документ, какую исходную информацию необходимо иметь для его выбора и применения, какие решения должны быть приняты по результатам обработки данных и т.д..

Если рассмотреть пример с монетой, которую используют как жребий, то может показаться , что рассматриваемый пример недостаточно серьезным, но это не так. Жеребьевка широко используется при организации промышленных технико-экономических экспериментов, например, при контроле качества любой продукции. Чтобы решить, соответствует или не соответствует контролируемая партия продукции установленным требованиям, из нее отбирается выборка. По результатам контроля выборки делается заключение о всей партии. В этом случае очень важно избежать субъективизма при формировании выборки, т.е. необходимо, чтобы каждая единица продукции в контролируемой партии имела одинаковую вероятность быть отобранной в выборку. В производственных условиях отбор единиц продукции в выборку обычно осуществляют не с помощью жребия, а по специальным таблицам случайных чисел или с помощью компьютерных датчиков случайных чисел.

Задачи оценивания. В ряде управленческих, производственных и других ситуаций возникают задачи другого типа – задачи оценки характеристик и параметров распределений вероятностей. Например, пусть на контроль поступила партия из N электроламп. Из этой партии случайным образом отобрана выборка объемом n электроламп. Возникает ряд вопросов. Как по результатам испытаний элементов выборки определить средний срок службы электроламп и с какой точностью можно оценить эту характеристику? Как изменится точность, если взять выборку большего объема? При каком числе часов Т можно гарантировать, что не менее 90% электроламп прослужат Т и более часов?

Предположим, что при испытании выборки объемом  n  электроламп дефектными оказались Х электроламп. Тогда возникают следующие вопросы. Какие границы можно указать для числа  D дефектных электроламп в партии, для уровня дефектности  D/N и т.п.?

При статистическом анализе точности и стабильности технологических процессов надлежит оценить такие показатели качества, как среднее значение контролируемого параметра и степень его разброса в рассматриваемом процессе. Согласно теории вероятностей в качестве среднего значения случайной величины целесообразно использовать ее математическое ожидание, а в качестве статистической характеристики разброса – дисперсию, среднее квадратическое отклонение или коэффициент вариации.

Математическая статистика. Под математической статистикой понимают раздел математики, посвященный математическим методам сбора, систематизации, обработки и интерпретации статистических данных, а также использование их для научных или практических выводов Правила и процедуры математической статистики опираются на теорию вероятностей, позволяющую оценить точность и надежность выводов, получаемых в каждой задаче на основании имеющегося статистического материала [ ].

По типу решаемых задач математическая статистика обычно делится на три раздела: описание данных, оценивание и проверка гипотез.

По виду обрабатываемых статистических данных математическая статистика делится на четыре направления:

- одномерная статистика (статистика случайных величин), в которой результат наблюдения описывается действительным числом;

- многомерный статистический анализ, где результат наблюдения над объектом описывается несколькими числами (вектором);

- статистика случайных процессов и временных рядов, где результат наблюдения – функция;

- статистика объектов нечисловой природы, в которой результат наблюдения имеет нечисловую природу, например, является множеством (геометрической фигурой), упорядочением или получен в результате измерения по качественному признаку.

Исторически первыми появились некоторые области статистики объектов нечисловой природы (в частности, задачи оценивания доли брака и проверки гипотез о ней) и одноименная статистика. Математический аппарат для них проще, поэтому на их примере обычно демонстрируют основные идеи математической статистики.

Невероятностные методы обработки данных являются поисковыми, их можно использовать лишь при предварительном анализе данных, так как они не дают возможности оценить точность и надежность выводов, полученных на основании ограниченного статистического материала.

Вероятностные и статистические методы применимы всюду, где удается построить и обосновать вероятностную модель явления или процесса. Их применение обязательно, когда сделанные на основе выборочных данных выводы переносятся на всю совокупность, например, с выборки на всю партию продукции.

Широко применяются такие прикладные вероятностно-статистические дисциплины, как теория надежности и теория массового обслуживания. Содержание первой из них ясно из названия, вторая занимается изучением систем типа телефонной станции, на которую в случайные моменты времени поступают вызовы – требования абонентов, набирающих номера на своих телефонных аппаратах. Длительность обслуживания этих требований, т.е. длительность разговоров, также моделируется случайными величинами.

Математическая статистика бурно развивается и в настоящее время. Так за последние 40 лет можно выделить четыре принципиально новых направления исследований [ ] :

- разработка и внедрение математических методов планирования экспериментов;

- развитие статистики объектов нечисловой природы как самостоятельного направления в прикладной математической статистике;

- развитие статистических методов, устойчивых по отношению к малым отклонениям от используемой вероятностной модели;

- широкое развертывание работ по созданию компьютерных пакетов программ, предназначенных для проведения  статистического анализа данных.

Вероятно-статистические методы и оптимизация. Идея оптимизации пронизывает современную прикладную математическую статистику и иные статистические методы. А именно, методы планирования экспериментов, статистического регулирования технологических процессов и др. С другой стороны, оптимизационные постановки в теории принятия решений, например, прикладная теория оптимизации качества продукции и требований стандартов, предусматривают широкое использование вероятностно-статистических методов, прежде всего прикладной математической статистики.

Статистические методы должны применяться на всех этапах решения задачи оптимизации – при шкалировании переменных, разработке математических моделей функционирования изделий и систем, проведении технических и экономических экспериментов и т.д.

В задачах оптимизации, в том числе оптимизации качества продукции и требований стандартов, используют все области статистики. А именно, статистику случайных величин, многомерный статистический анализ, статистику случайных процессов и временных рядов, статистику объектов нечисловой природы. Выбор статистического метода для анализа конкретных данных целесообразно проводить согласно рекомендациям [ ] .

Лекция 4
1.3 Интервальные данные в задачах оцениваний параметров гамма распрделений

A*
F
плотностью
реализации зависимых случайных величин (если считать их независимыми, то распределение yi будет непрерывным, а не дискретным). Поскольку систематическую ошибку, как правило, нельзя полностью исключить [26, с. 141], то необходимо

рассматривать случай[image: image1.png]M2 0.



Нет оснований априори принимать и

нормальность распределения погрешностей (согласно сводкам экспериментальных данных о разнообразии форм распределения погрешностей измерений, приведенным в [26, с. 148 ] и [27, с.71-77], в подавляющем большинстве случаев гипотеза о нормальном распределении погрешностей оказалась неприемлемой для средств измерений различных типов). Таким образом, все три распространенных представления о свойствах погрешностей не адекватны реальности. Влияние погрешностей, наблюдений на свойства статистических моделей необходимо изучать на основе иных моделей, а именно, моделей интервальной статистики.,

Пусть 1 - характеристика величины погрешности, например,

средняя квадратическая ошибка[image: image2.png]


В классической

математической статистике 8 считается пренебрежимо малой (£ °) при фиксированном объеме выборки п. Общие результаты доказываются в асимптотике 00 . Таким образом, в классической математической статистике сначала делается предельный переход с 0, а затем предельный переход " ю . В статистике интервальных данных принимаем, что объем выборки достаточно велик ("-> м ), но всем измерениям соответствует одна и та же характеристика погрешности е * 0. Полезные для анализа реальных данных предельные теоремы получаем при £ 0. В статистике интервальных данных сначала делается предельный переход п ^ ю , а затем предельный переход £ ^ 0. Итак, в обеих теориях используются одни и те же два предельных перехода: м и f ^ но в разном порядке. Утверждения обеих теорий принципиально различны.

Изложение ниже идет на примере оценивания параметров гамма-распределения, хотя аналогичные результаты можно получить и для других параметрических семейств, а также для задач проверки гипотез (см. ниже) и т.д. Наша цель - продемонстрировать основные черты подхода статистики интервальных данных.' Его^рЯзработка была стимулирована подготовкой ГОСТ 11.011 -83 [4].

постановки статистики объектов нечисловой природы соответствуют подходу, принятому в общей теории устойчивости [3,27]. В соответствии с этим подходом выборке х = (xt, х, , Хп ) ставится в соответствие множество допустимых отклонений G(x), т.е. множество возможных значений вектора результатов наблюдений у = (у/ , у2 , уп ). Если известно, что абсолютная погрешность результатов измерений не превосходит Л , то множество допустимых отклонений имеет вид

[image: image3.png]



Если известно, что относительная погрешность не превосходит ^ , то множество допустимых отклонений имеет вид
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Теория устойчивости позволяет учесть «наихудшие» отклонения, т.е. приводит к выводам типа минимаксных, в то время как конкретные модели погрешностей позволяют делать заключения о поведении статистик «в среднем».

Оценки параметров гамма-раенределении. Как известно, случайная величина X имеет гамма-распределение, если ее плотность такова [4]:
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где а - параметр формы, Ъ - параметр масштаба, ' - гамма- функция. Отметим, что есть и иные способы параметризации семейства гамма-распределений [30].

Поскольку М(Х) i: ab, D(X) - ab2, то оценки метода имеют вид

где * - выборочное среднее арифметическое, a s2 - выборочная дисперсия. Молено показать, что при больших п
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с точностью до бесконечно малых более высокого порядка. Оценка максимального правдоподобия а* имеет вид [4|:
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Как и для оценок метода моментов, оценка максимального правдоподобия Ь* параметра масштаба имеет вид
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При больших п с точностью до бесконечно малых более высокого порядка
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Используя свойства гамма-функции, можно показать [4], что при больших а
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с точностью до бесконечно малых более высокого порядка. Сравнивая с формулами (11), убеждаемся в том, что средние квадраты ошибок для оценок метода моментов больше соответствующих средних квадратов ошибок для оценок максимального правдоподобия. Таким образом, с точки зрения классической математической статистики оценки максимального правдоподобия имеют преимущество по сравнению с оценками метода моментов.

Необходимость учета погрешностей измерений. 11оложим
[image: image13.png]



Из свойств функции ) следует [4, с. 14], что при малых v [image: image14.png]a* ~1/(2v). (13)



 В силу состоятельности оценки максимального правдоподобия а* из

формулы (13) следует, что v 0 по вероятности при

Согласно модели статистики интервальных данных результатами наблюдений являются не х, а у;. вместо v но реальным данным рассчитывают
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В силу закона больших чисел при достаточно малой погрешности £ ,

обеспечивающей возможность приближения
+ а ) ~ « для

слагаемых в формуле (14), или, что эквивалентно, при достаточно малых предельной абсолютной погрешности А в формуле (1) или достаточно малой предельной относительной погрешности ^ имеем при п м
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по вероятности (в предположении, что все погрешности одинаково распределены). Таким образом, наличие погрешностей вносит сдвиг, вообще говоря, не исчезающий при росте объема выборки.

[image: image17.png]



С целью нахождения асимптотического распределения w выделим, используя формулу (16) и формулу для v, главные члены в с оотв етству ю щих с л агае м ых
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Таким образом, величина w представлена в виде суммы независимых одинаково распределенных случайных величии (с точностью до зависящего от случая остаточного члена порядка 1/7?). В каждом

Следовательно, если с ф то оценка максимального правдоподобия не является состоятельной. Имеем
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где величина а*(у) определена но формуле (12) с заменой х, на _>;„ /=1,2,...,п. Из формулы (13) следует [4], что
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т.е. влияние погрешностей измерений увеличивается по мере роста а.

Из формул для V и w следует, что с точностью до бесконечно малых более высокого порядка

слагаемом выделяются две части - одна, соответствующая Мб и вторая, в которую входят tr На основе представления (17) можно

показать, что при п 'л л ^ 0 распределения случайных величии v и w асимптотически нормальны, причем

M(w)= M(v)+ с. D(w)* D(v).
Из асимптотического совпадения дисперсий v и w, вида параметров асимптотического распределения (при а 00 ) оценки максимального правдоподобия а* и формулы (15) вытекает одно из основных соотношений статистики интервальных данных

М{а * (у) - а)2 ~~ 4а V + а{2а~ 0
" (18)

Соотношение (18) уточняет утверждение о несостоятельности а*. Из него следует также, что не имеет смысла безгранично увеличивать объем выборки п с целыо повышения точности оценивания параметра а, поскольку при этом уменьшается только второе слагаемое в (18), а первое остается постоянным.

В соответствии с общим подходом статистики интервальных данных в стандарте [4] предлагается определять рациональный объем выборки nrat определять из условия «уравнивания погрешностей» (предложено в монографии [3]) различных видов в формуле (18), т.е. из условия

4 2 а{2а - 1) 4 а с = 
.
"го,
Упрощая это уравнение в предположении а 00' получаем, что

гт ,, ? 7

2 а с
Согласно сказанному выше, целесообразно использовать лишь выборки с объемами "т1 . Превышение рационального объема выборки не дает существенного повышения точности оценивания.

правдоподобия, вопреки классическим результатам Р.Фишера при 8 = 0 [33,с.99].

Из (25) и (26) элементарными преобразованиями получаем следующее правило принятия решений. Если

г 72айГП)- Ja(2a- 1)
о ып> 
=
= В(а),
4а2 - 2а(\+ у/а)

то i7 (а*) ^ v («) и следует использовать «• а если ^ ^п < то

1 >(а*)< v (а) и надо применять а* Для выбора метода оценивания при

обработке реальных данных целесообразно/использовать
(см.

раздел 5 в ГОСТ 11.011-83 [4, с. 10-111). /

Пример анализа реальных данных опубликован в [4]. 


11а основе рассмотрения проблем оценивания параметров гамма-распределения можно сделать некоторые общие выводы. Если в классической теории математической статистики:

а)
существуют состоятельные оценки ап параметра а,

lim М(а - а)2 = 0;

»->« "

б)
для повышения точности оценивания объем выборки целесообразно безгранично увеличивать;

в)
оценки максимального правдоподобия лучше оценок метода моментов,

то в статистике интервальных данных, учитывающей погрешности измерений, соответственно:

а)
не существует состоятельных оценок: для любой оценки ап существует константа с такая, что

lim М(а - а)2 > о 0;
/7—) 00
П
б)
не имеет смысла рассматривать объемы выборок, большие «рационального объема выборки» П,"п
в) оценки метода моментов в обширной области параметров

ЛуЧше оценок максимального правдоподобия, в частности, при а 00 и при и -> 00 .

Ясно, что приведенные выше результаты справедливы не только для рассмотренной задачи оценивания параметров гамма- распределения, но и для многих других постановок прикладной

математической статистики.

^ ^
———-

Метрологические, методические, статистические и вычислительные, погрешности. Целесообразно выделить ряд видов погрешностей статистических данных. Погрешности, вызванные неточностью измерения исходных данных, называем метрологическими. Их максимальное значение можно оцепить с помощью потны. Впрочем, выше па примере оценивания параметров

I

гамма-распределения показано, что переход от максимального отклонения к реально имеющемуся в вероятностно-статистической модели не меняет выводы (с точностью до умножения предельных значений погрешностей А или ^ на константы). Как правило, метрологические погрешности не убывают с ростом объема выборки.

Методические погрешности вызваны неадекватностью вероятностно-статистической модели, отклонением реальности от ее предпосылок. Неадекватность обычно не исчезает при росте объема выборки. Методические погрешности целесообразно изучать с помощью «общей схемы устойчивости» |3,27|, обобщающей популярную в теории робастных статистических процедур модель засорения большими выбросами. В настоящей главе методические погрешности не рассматриваются.

Статистическая погрешность - это та погрешность, которая традиционно рассматривается в математической статистике. Ее характеристики - дисперсия оценки, дополнение до 1 мощности критерия при фиксированной альтернативе и т.д. Как правило, распределений в статистике интервальных данных и в классической

математической статистке.

/

4. Подход к проверке гипотез в статистике интервальных данных.

/

5. Метод наименьщйх квадратов для интервальных данных.

/

6. Различные способы учета погрешностей исходных данных в статистических процедурах.

7. Статцетика интервальных данных как часгь теории устойчивости (с использованием монографии [3]).
Лекция 5

1.4. Описание неопределенностей с помощью теории нечеткости

Пусть А - некоторое множество. Подмножество В множества А характеризуется своей характеристической функцией
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Что такое нечеткое множество? Обычно говорят, что нечеткое подмножество С множества А характеризуется своей функцией

принадлежности "'' ' А 4 Значение функции принадлежности в точке л" показывает степень принадлежности этой точки нечеткому множеству. Нечеткое множество описывает неопределенность, соответствующую точке л* - она одновременно и входит, и не входит в

нечеткое множество С. За вхождение - шансов, за второе - (1-

^ шансов.

Fuzzy- функция принадлежности V имеет вид (1) при некотором В, то С есть обычное (четкое) подмножество А. Таким образом, теория нечетких множество является не менее общей математической дисциплиной, чем обычная теория множеств, поскольку обычные множества - частный случай нечетких.

Соответственно можно ожидать, что теория нечеткости как целое обобщает классическую математику. Однако позже мы увидим, что теория нечеткости в определенном смысле сводится к теории случайных множеств и тем самым является частью классической математики. Другими словами, по степени общности обычная математика и нечеткая математика эквивалентны. Однако для практического применения в теории принятия решений описание и анализ неопределенностей с помощью теории нечетких множеств весьма плодотворны.

Обычное подмножество можно было бы отождествить с его характеристической функцией. Этого математики не делают, поскольку для задания функции (в ныне принятом подходе) необходимо сначала задать множество. Нечеткое же подмножество с формальной точки зрения можно отождествить с его функцией принадлежности. Однако термин "нечеткое подмножество" предпочтительнее при построении математических моделей реальных явлений.

Теория нечеткости является обобщением интервальной математики. Действительно, функция принадлежности
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задает интервальную неопределенность - про рассматриваемую величину известно лишь, что она лежит в заданном интервале [а,Ь\. Тем самым описание неопределенностей с помощью нечетких множеств является более общим, чем с помощью интервалов.

 Начало современной теории нечеткости положено работой в 1965  г. Американского ученого  азербайджанского происхождения Л.А.Заде. К настоящему времени по этой теории опубликованы тысячи книг и статей, издается несколько международных журналов, выполнено достаточно много как теоретических, так и прикладных работ. Первая

книга российского автора по теории нечеткости вышла в 1980 г. [1].

JI.A. Заде рассматривал теорию нечетких множеств как аппарат анализа и моделирования гуманистических систем, т.е. систем, в которых участвует человек. Его подход опирается на предпосылку о том, что элементами мышления человека являются не числа, а элементы некоторых нечетких множеств или классов объектов, для которых переход от "принадлежности" к "непринадлежности" не скачкообразен, а непрерывен. В настоящее время методы теории нечеткости используются почти во всех прикладных областях, в том числе при управлении предприятием, качеством продукции и технологическими процессами.

J1.A. Заде использовал термин "fuzzy set" (нечеткое множество). На русский язык термин "fuzzy" переводили как нечеткий, размытый, расплывчатый, и даже как пушистый и туманный.

Аппарат теории нечеткости громоздок. В качестве примера дадим определения теоретико-множественных операций над нечеткими множествами. Пусть С и D- два нечетких подмножества А
с функциями принадлежности
V п(х) соответственно.

Пересечением
произведением CD, объединением CW D ^
отрицанием ^, суммой C+D называются нечеткие подмножества А с функциями принадлежности
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соответственно.

Как уже указывалось, теория нечетких множеств в определенном смысле сводится к теории вероятностей, а именно, к теории случайных множеств. Соответствующий цикл теорем приведен ниже. Однако при решении прикладных задач вероятностно-статистические методы и методы теории нечеткости обычно рассматриваются как

различные.

Для знакомства со спецификой нечетких множеств рассмотрим некоторые их свойства.

В дальнейшем считаем, что все рассматриваемые нечеткие множества являются подмножествами одного и того же множества Y.
Законы де Моргана для нечетких множеств. Как известно, законами же Моргана называются следующие тождества алгебры множеств

[image: image24.png]



Теорема 1. Для нечетких множеств справедливы тождества

[image: image25.png]



Доказательство теоремы 1 состоит в непосредственной проверке справедливости соотношений (3) и (4) путем вычисления значений функций принадлежности участвующих в этих соотношениях нечетких множеств на основе определений, данных выше.

Тождества (3) и (4) назовем законами де Моргана для нечетких множеств. В отличие от классического случая соотношений (2), они состоят из четырех тождеств, одна пара которых относится к операциям объединения и пересечения, а вторая - к операциям произведения и суммы. Как и соотношение (2) в алгебре множеств, законы де Моргана в алгебре нечетких множеств позволяют преобразовывать выражения и формулы, в состав которых входят операции отрицания.

Дистрибутивный закон для нечетких множеств. Некоторые свойства операций над множествами не выполнены для нечетких

множеств. Так, Лф за исключением случая, когда А - "четкое" множество (т.е. функция принадлежности принимает только значения О и 1).

Верен ли дистрибутивный закон для нечетких множеств? В литературе иногда расплывчато утверждается, что "не всегда". Внесем полную ясность.

Теорема 2. Для любых нечетких множеств А. В и С
[image: image26.png]ANBICY= (AR {AnC). (5)




В то же время равенство

[image: image27.png]A(B+ Cy= AB+ AC ! (6)




справедливо тогда и только тогда, когда при всех -v e Y
[image: image28.png](30N 1, O G, ()= 0.




Доказательство. Фиксируем произвольный элемент -ve } . Для

сокращения записи обозначим[image: image29.png]az i (b= (y)es ()



Для

доказательства тождества (5) необходимо показать, что

min(o, max(6,c)) = max(min(tf,/?), min(<7, с)). ^

Рассмотрим различные упорядочения трех чисел а. Ь, с. Пусть сначала а< Ь< с. Тогда левая часть соотношения (7) есть min(°-c)= а- а правая тах("'й,)= а-> Т.е. равенство (7) справедливо.

Пусть Ь< а< с. Тогда в соотношении (7) слева стоит min(a^c)~ а< а справа max<Aw) = а, т.е. соотношение (7) опять является равенством. Если Ь< с< а, т0 в соотношении (7) слева стоит min(fl-c)= а
справа гпах(^с')= т.е. обе части снова совпадают.

Три остальные упорядочения чисел а, Ь, с разбирать нет необходимости, поскольку в соотношение (6) числа b и с входят симметрично. Тождество (5) доказано.

Второе утверждение теоремы 2 вытекает из того, что в соответствии с определениями операций над нечеткими множествами
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Эти два выражения совпадают тогда и только тогда, когда, когда

2 h I
а ос - аос, qTQ и требовалось доказать.

Определение 1. Носителем нечеткого множества А называется

совокупность всех точек •уе Y, для которых >' -)(>')>

Следствие теоремы 2. Если носители нечетких множеств В и С совпадают с У, то равенство (б) имеет, место тогда и только тогда, когда А - "четкое" (т.е. обычное, классическое, не нечеткое) множество.

Доказательство. По условию Р г(у)* О ИрИ всех ye Y ^ Тогда из теоремы 2 следует, что
т.е. ^ а(у)' 1 или

Р л (у)~ 0 ^ что и означаеТ5 чхо а _ четкое множество.

Описания неопределенности с помощью нечеткого множества

Понятие «богатый» часто используется при обсуждении социально-экономических проблем, в том числе и в связи с подготовкой и принятием решений. Однако очевидно, что разные лица вкладывают в это понятие различное содержание.< Сотрудники Института высоких статистических технологий и эконометрики провели в 1996 г. социологическое исследование представления различных слоев населения о понятии "богатый человек". Мини-анкета опроса выглядела так:

1. При каком месячном доходе (в млн. руб. на одного человека) Вы считали бы себя богатым человеком?

2. Оценив свой сегодняшний доход, к какой из категорий Вы себя относите:

а)
богатые;

б)
достаток выше среднего;

Г
'
~

I

в)
достаток ниже среднего;

г)
бедные;

д)
за чертой бедности?

(В дальнейшем вместо полного наименования категорий будем оперировать буквами, например "в" - категория, "б" - категория и т.д.) 3. Ваша профессия, специальность.

Всего было опрошено 74 человека, из них 40 - научные работники и преподаватели, 34 человека - не занятых в сфере науки и образования, в том числе 5 рабочих и 5 пенсионеров. Из всех опрошенных только один (!) считает себя богатым. Несколько типичных ответов научных работников и преподавателей приведено в табл.1, а аналогичные сведения для работников коммерческой сферы - в табл.2.
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Разброс ответов на первый вопрос - от 1 до 100 млн. руб. в месяц на человека. Результаты опроса показывают, что критерий богатства у финансовых работников в целом несколько выше, чем у научных (см. гистограммы на рис.1 и рис.2 ниже).

Опрос показал, что выявить какое-нибудь конкретное значение суммы, которая необходима "для полного счастья", пусть даже с небольшим разбросом, нельзя, что вполне естественно. Как видно из таблиц 1 и 2, денежный эквивалент богатства колеблется от 1 до 100 миллионов рублей в месяц. Подтвердилось мнение, что работники сферы образования в подавляющем большинстве причисляют свой достаток к категории "в" и ниже (81% опрошенных), в том числе к категории "д" отнесли свой достаток 57%.

Со служащими коммерческих структур и бюджетных организаций иная картина: "г" - категория 1 человек (4%), "д" - категория 4 человека (17%)), "б" - категория - 46%) и 1 человек "а" - категория.

Пенсионеры, что не вызывает удивления, отнесли свой доход к категории "д" (4 человека), и лишь один человек указал "г" - категорию. Рабочие же ответили так: 4 человека - "в", и один человек - "б".
Для представления общей картины в табл.3 приведены данные об ответах работников других профессий.
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Прослеживается интересное явление: чем выше планка богатства для человека, тем к более низкой категории относительно этой планки он себя относит.

Для сводки данных естественно использовать гистограммы. Для этого необходимо сгруппировать ответы. Использовались 7 классов (интервалов):

1 - до 5 миллионов рублей в месяц на человека (включительно);

2 - от 5 до 10 миллионов; 3- от 10 до 15 миллионов;

4 - от 15 до 20 миллионов;

5 - от 20 до 25 миллионов;

6 - от 25 до 30 миллионов;

7 - более 30 миллионов.

(Во всех интервалах левая граница исключена, а правая, наоборот - включена.)

Сводная информация представлена на рис.1 (для научных
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выборочные средние арифметические, медианы, моды. При этом медиана группы - количество млн. руб., названное центральным по порядковому номеру опрашиваемым в возрастающем ряду ответов на вопрос 1, а мода группы - интервал, па котором столбик гистограммы - самый высокий, т.е. в него "попало" максимальное количество опрашиваемых. Результаты приведены в табл. 4.
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Построим нечеткое множество, описывающее понятие «богатый человек» в соответствии с представлениями опрошенных. Для этого составим табл.5 на основе рис.1 и рис.2 с учетом размаха ответов на первый вопрос
>
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где ^ ) - функция принадлежности нечеткого множества А.
Как известно, методы статистики нечисловых данных базируются на использовании расстояний (или показателей различия) в соответствующих пространствах нечисловой природы. Расстояние между нечеткими подмножествами А и В множества Х= {л,, х2,
можно определить как

где
функция принадлежности нечеткого множества А, а

М-л(Л/)_ функция принадлежности нечеткого множества В. Может использоваться и другое расстояние:
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Лекция 6
2.Методы принятия решений.
2.1 Простые методы принятия решения

Простые методы принятия решений - это те, которые не требуют применения развитого математического аппарата. Тем не менее во многих случаях их применения вполне достаточно.
2.1.1 Оперативные методы принятия решения

Оперативных приемов принятия решений, существует весьма много. Один из них - изложить ситуацию в письменном виде. Эта простая рекомендация часто оказывается весьма полезной. Дело в том, что при составлении описания приходится уточнять многие факты и оценки, которые обычно не удается сопоставить при размышлениях. Далее, письменное описание подсказывает различные альтернативы действий, а также оценки последствий этих альтернатив. Изложение ситуации в письменном виде во многом снимает эмоциональную составляющую при принятии решения, а также дает исходные данные и варианты действий для аналитического разбора.
Иногда рекомендуют проводить первичную формализацию описания ситуации, например, в виде ответов на вопросы типа:
0) Совместим ли рассматриваемый вариант решения с моими нравственными принципами?
1) Что я выиграю при этом варианте решения?
а) деньги;
б)
время;
в)
известность;
г)
уверенность;
д)
удовольствие, и т.д.
2) Что я потеряю при таком решении?
а)
деньги;
б)
время и т.д. (см. вопрос 1);
3) Какие новые возможности у меня появятся?
4) Какие новые задачи встанут передо мной?
5) Какие обязанности у меня появятся?
6) Какая новая ситуация для меня возникнет?
7) Каких побочных действий я должен ожидать?
а)
положительных,
б)
отрицательных.
8) Принесу ли я вред обществу или другим людям?
9) Принесу ли я пользу обществу или другим людям?
10) Возникнут ли в результате моего решения новые проблемы?
11) Потребуются ли новые решения? И т.д.
Можно выделить этапы анализа ситуации, подготовки и принятия решения, анализа последствий [1]:
1) Уяснить ситуацию.
2) Установить наличие проблемы, подлежащей решению.
3) Сформировать возможные решения.
4) Описать последствия решений.
5) Выбрать решение.
6) Обобщить накопленный опыт принятия решений. Целесообразно уточнить содержание каждого из перечисленных
этапов. Например, для уяснения ситуации целесообразно ответить на пять вопросов:
1) КТО должен или обязан (или хочет) принять решение?
2) ГДЕ (в каком месте, в каком окружении, в какой среде, при каких обстоятельствах) предстоит принимать решение?
3) КОГДА (до какого срока, или насколько часто, с какой периодичностью) необходимо принимать решение?
4) КАК (каким образом, в какой форме, каким документом) должно быть выражено решение?
5) ЧТО обусловливает решение? Зачем оно нужно? В чем его цель? Какой замысел лежит в его основе? Для чего оно служит? Зачем его надо принимать?
После того, как ситуация обдумана, необходимо рассмотреть варианты решений. Рассмотрим пример.
Пример 1. На столе у секретаря начальника звонит телефон. Звонящий задает вопрос по делам фирмы, но такой, на который не может ответить ни секретарь, ни ее начальник. Как должна реагировать секретарь? И какой следует ожидать реакции у звонящего?
Реакция секретаря № 1. Она объясняет звонящему, что не может сообщить необходимые сведения, и соединяет его с нужным сотрудником.
Реакция звонящего № 1. Он будет признателен секретарю за то, что его быстро соединили с человеком, который может его компетентно и с достаточной полнотой проинформировать.
Реакция секретаря № 2. Она просит звонящего подождать у аппарата и бежит через все здание, чтобы получить нужную ему информацию.
Реакция звонящего № 2. Он будет раздражен, поскольку будет вынужден бессмысленно прождать длительное время у телефона, чтобы в конце концов узнать, что в информации, которую ему здесь сообщили, недостаточно.
Побочный результат. В течение длительного времени телефон руководства фирмы будет занят.
Решать задачи по очереди. Естественным является желание разбить сложную задачу принятия решения на несколько, чтобы воспользоваться возможностью решать их по очереди.
Пример 1. Простейшим вариантом является дихотомическая схема для наглядного представления возможных решений [1]. Например, необходимо решить задачу: «Как встречать новый год?» На первом шаге надо выбрать одно из двух возможных решений:
1) остаться дома;
2) уехать.
В каждом из двух случаев возникает необходимость принять решения второго уровня. Так, в первом случае:
1.1) пригласить гостей:
1.2) не звать гостей.           Во втором случае:
2.1) уехать к родственникам или знакомым;
2.2) уехать в общедоступные места (отправиться в путешествие, пойти в клуб или ресторан и т.п.).
После двух шагов получили четыре возможных решения. Каждое из них, вообще говоря, предполагает дальнейшее деление. Так, например, вариант «пригласить гостей» приводит к дальнейшему обсуждению их списка. При этом могут сопоставляться различные варианты. Например, что предпочесть - гастрономические утехи за телевизором в хорошо знакомой компании или бурное обсуждение злободневных проблем или нравов далеких стран с интересными людьми, с которыми давно не встречались?
Вариант «остаться дома и не звать гостей» также имеет свои варианты. Можно проводить новогоднюю ночь в семейном кругу, и одна из решаемых задач - какую программу телевидения смотреть. А можно лечь спать вскоре после полуночи, например, в случае болезни или после долгой тяжелой работы.
Вариант «уехать к родственникам или знакомым» также требует дальнейших решений. Поездка связана прежде всего с поддержанием родственных отношений или с желанием получить удовольствие? Какую пищу Вы предпочитаете - физическую или духовную (гастрономические утехи ли интересную беседу)?
Оставшийся четвертый вариант «уехать в общедоступные места» предполагает еще больше возможностей выбора. Можно остаться в своем городе, отправиться в другой город (например, из Москвы в Смоленск), выехать на природу (на горнолыжную базу, на курорт), пересечь границу. А тут возможностей масса - все страны, все континенты, можно покататься на слоне в Таиланде, искупаться в Атлантическом океане или побродить по Парижу.
Итак, рядовая задача принятия решения «Как встречать новый год?» при проработке превращается в выбор из невообразимого количества вариантов. При этом нет необходимости доходить до перечня конкретных вариантов (выехать 28 декабря таким-то поездом туда-то), поскольку решение, очевидно,
принимается
последовательно, и решение «остаться дома» делает ненужным рассмотрение всех туристических маршрутов.
Что дает нам декомпозиция решений? Пример 1 демонстрирует, как несколько принятых друг за другом решений позволяют справиться с многообразием вариантов. При принятии решений может использоваться весь арсенал теории принятия решений, такие понятия, как цели, критерии, ресурсы, риски и др. (см. главу 1.1), однако довольно часто решения принимаются на интуитивном уровне, без введения в обсуждение перечисленных понятий.
Дерево решений. Довольно часто удобно представить варианты графически. Обычно возможные решения представляют в виде одного из видов графов - дерева (рис.1). Строго говоря, это перевернутое дерево. Корнем является исходная задача - «Как встречать Новый год?» От него идут две ветви - к вариантам «Остаться дома» и «Уехать». От этих вариантов, в свою очередь являющихся задачами принятия решений («Что делать, оставшись дома?» и «Куда уехать?»), ветки ведут к варрантам задач принятия решений следующего порядка.
Рис.1. Дерево решений - дихотомическая схема для наглядного представления возможных решений.
Пример 2. Приведем начало (корень) «Дерева решений проекта», использованного в практической работе.
Задача предприятия - производить качественные изделия из стекловолокна, т.к. растет потребность в утеплителях и расширяется рынок. Необходимо сделать выбор из двух вариантов:
1) работать на существующем оборудовании;
2) провести реконструкцию цеха.
При выборе первого варианта следует иметь в виду, что мощности оборудования не столь большие, чтобы обеспечить возросшую потребность (физический износ линии), а качество производимой ' продукции не соответствует международным требованиям (моральный износ линии). Поэтому следует ожидать, что даже в условиях ожидаемого повышенного спроса выпущенные на существующем оборудовании материалы не будут востребованы (реализация будет падать), соответственно мощность производства не будет расти.
При выборе второго варианта решения после реконструкции производительность увеличивается в 2 раза по сравнению с существующей технологической линией, качество выпускаемой предприятием продукции будет соответствовать международным требованиям, она сможет конкурировать с главными производителями стекловаты. Повысятся основные технико-экономические показатели. Однако существует определенный риск проекта, поскольку необходимы большие капитальные вложения (большая часть которых - из заемных источников).
Дальнейшее построение дерева решений здесь достаточно очевидно. От варианта «Работать на существующем оборудовании» пойдут линии к решениям, связанным с упрощением ассортимента выпускаемой продукции, поиском ниши рынка, готовой принимать продукцию более низкого качества, и т.д. Это - линия на выживание в условиях отставания от научно-технического прогресса, вплоть до ликвидации предприятия. В некоторых условиях ликвидация предприятия - это оптимальный выход.
От варианта «Провести реконструкцию цеха» пойдут линии двух типов - сначала «технологические», а затем «финансовые». Сначала надо выбрать конкретный вариант реконструкции и подготовить бизнес-план соответствующего инвестиционного проекта. Затем необходимо обеспечить финансовые поступления для выполнения этого инвестиционного проекта, обеспечив минимальный риск для предприятия. Здесь проблема - выбор кредиторов и заемщиков, заключение с ними договоров на приемлемых условиях.
Кроме последовательного принятия решений, декомпозиция задач принятия решений используется для «разделения проблем на части». При этом результатом декомпозиции является не выбор одного из большого числа вариантов, как при последовательном принятии решений, а представление решаемой задачи в виде совокупности более мелких задач, в пределе таких задач, методы решения которых известны.
Пример 3. Рассмотрим проблему борьбы с транспортным шумом [1]. Целесообразно выделить следующие типы мероприятий:
1) мероприятия, связанные с источником шума;
2) мероприятия на месте проявления шума;
3) мероприятия на пути распространения шума;
4) мероприятия, относящиеся ко всей системе транспортных средств;
5) мероприятия, связанные с реконструкцией транспортной системы и разработкой способов ее технико-экономической оценки.
В отличие от примера 1, здесь не идет речь о том, чтобы выбрать один из вариантов решения. Наоборот, для эффективной борьбы с транспортным шумом необходимо использовать все ветви, все пять типов мероприятий.
Источник шума - это автомашина. Поэтому сразу выделяются три направления воздействия на ситуацию:
1.1) конструкция автомашины (включая регулировку ее
узлов);
1.2) топливо;
1.3) дорога.
Непосредственная защита от шума может быть индивидуальная - шлемы, наушники, вставки в уши - беруши (от «берегите уши»). А может быть
и коллективная
(звуконепроницаемые оконные рамы, стены со звукоизоляцией). Поэтому мероприятия на месте проявления шума естественным образом делятся на два класса:
2.1) индивидуальная защита от шума;
2.2) подавление шума в зданиях.
Можно ослабить шум «по дороге». Хорошо известны различные способы для этого:
3.1) сооружение звукозащитных стен и экранов, отражающих звуковые волны в безопасных направлениях;
3.2) создание звукозащитных полос из деревьев и кустарников;
3.3.) противошумное расположение зданий на местности (как по расстоянию от источника шума, так и по ориентации зданий относительно него и друг друга.
Снижение шума возможно также с помощью различных мероприятий, относящихся ко всей системе транспортных средств. Речь идет о рациональной организации движения в рамках действующей транспортной системы. Эта рациональная организация осуществляется региональными властями административными и частично организационно-экономическими методами. Примерами подобных мероприятий являются:
4.1) направление транзитного транспорта в объезд крупных городов;
4.2) ограничение движения транспорта в определенные часы или по определенным улицам;
4.3) планирование движения транспорта - по времени, по скорости, по маршрутам.
Наконец, необходимо обсудить мероприятия, нацеленные на будущее. Они связаны с реконструкцией транспортных систем и разработкой способов ее технико-экономической оценки. Каков должен быть транспорт будущего? Ясно, что в нем должны быть предусмотрены меры, направленные на снижение шумовой нагрузки. Технико-экономическая оценка транспортных систем будущего должна определяться с учетом шумовой нагрузки. Выразим это как
5.1) шумоподавление в проектируемых и реконструируемых транспортных системах.
Таким образом, одна исходная задача породила 12 новых. Надо не выбирать одну из них, а решать все 12. Однако каждая из 12 является более конкретной, чем исходная. Ее легче решить (после дальнейшей декомпозиции), чем исходную.
2.1.2 Декомпозиция задач принятия решений «от ветвей к корню».  До сих пор мы разбирали ситуации, когда задача принятия решения разбивалась на составляющие (с целю уточнения постановки и выбора одной из конкретных формулировок либо с целью разделить одну большую задачу на ряд более мелких). Рассмотрим теперь противоположный процесс, когда конкретные потребности бизнес- процессов организации порождают единый комплекс задач принятия решений.
Пример 4. Рассмотрим процесс декомпозиция задач принятия решений «от ветвей к корню» на примере формирования задач службы контроллинга организации. Для многих организаций актуальны следующие проблемы.
1) Отсутствие оперативной информации о производственных процессах требует внедрения на предприятии системы производственного учета.
2) Высокий уровень накладных расходов в общей сумме затрат заставляет заниматься выявлением мест возникновения «ненужных» затрат.
3) Излишне большая величина незавершенного производства влечет необходимость разработки системы управления заказами.
4) Отсутствует эффективный механизм контроля над деятельностью службы закупок. Имеется лишь эпизодический контроль со стороны руководства организации. Это обуславливает необходимость разработки организационно-экономического механизма, позволяющего контролировать уровень цен на закупаемые
Лекция 7

|2.2. ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ ПРИ ПРИНЯТИИ РЕШЕНЙ       2.2.1. Линейное программирование
Среди оптимизационных задач в теории принятия решений наиболее известны задачи линейного программирования, в которых максимизируемая функция F(X) является линейной, а ограничения А задаются линейными неравенствами. Начнем с примера.
Производственная задача. Цех может производить стулья и столы. На производство стула идет 5 единиц материала, на производство стола - 20 единиц (футов красного дерева). Стул требует 10 человеко-часов, стол - 15. Имеется 400 единиц материала и 450 человеко-часов. Прибыль при производстве стула - 45 долларов США, при производстве стола - 80 долларов США. Сколько надо сделать стульев и столов, чтобы получить максимальную прибыль?
Обозначим: X, - число изготовленных стульев, Х2 - число сделанных столов. Задача оптимизации имеет вид:
В первой строке выписана целевая функция - прибыль при выпуске X, стульев и X, столов. Ее требуется максимизировать, выбирая оптимальные значения переменных X, и Х2 . Прц этом должны быть выполнены ограничения по материалу (вторая строчка) - истрачено не более 400 футов красного дерева. А также и ограничения по труду (третья строчка) - затрачено не более 450 часов. Кроме того, нельзя забывать, что число столов и число стульев неотрицательны.
Если Ху 
0, то это значит, что стулья не выпускаются. Если же хоть
[image: image40.png]45 X, + 80 X, — max,
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один стул сделан, то Х] положительно. Но невозможно представить

себе отрицательный выпуск - X, не может быть отрицательным с экономической точки зрения, хотя с математической точки зрения такого ограничения усмотреть нельзя. В четвертой и пятой строчках задачи и констатируется, что переменные неотрицательны.
Условия производственной задачи можно изобразить на координатной плоскости. Будем по горизонтальной оси абсцисс откладывать значения Хх , а по вертикальной оси ординат - значения Х2 . Тогда ограничения по материалу и последние две строчки оптимизационной задачи выделяют возможные значения (X, Х2) объемов выпуска в виде треугольника (рис. 1).
Таким образом, ограничения по материалу изображаются в виде выпуклого многоугольника, конкретно, треугольника. Этот треугольник получается путем отсечения от первого квадранта примыкающей к началу координат зоны. Отсечение проводится прямой, соответствующей второй строке исходной задачи, с заменой неравенства на равенство. Прямая пересекает ось Хх, соответствующую стульям, в точке (80,0). Это означает, что если весь материал пустить на изготовление стульев, то будет изготовлено 80 стульев. Та же прямая пересекает ось Х2, соответствующую столам, в точке (0,20). Это означает, что если весь материал пустить на

изготовление столов, то будет изготовлено 20 столов. Для всех точек внутри треугольника выполнено неравенство, а не равенство - материал останется.
Аналогичным образом можно изобразить и ограничения но труду (рис.2).
Таким образом, ограничения по труду, как и ограничения по материалу, изображаются в виде треугольника. Этот треугольник также получается путем отсечения от первого квадранта примыкающей к началу координат зоны. Отсечение проводится прямой, соответствующей третьей строке исходной задачи, с заменой

[image: image41.png]452.+8072,=0 459, + 80 ?,= 2200




неравенства на равенство. Прямая пересекает ось X,, соответствующую стульям, в точке (45,0). Это означает, что если все трудовые ресурсы пустить на изготовление стульев, то будет сделано 45 стульев. 'Га же прямая пересекает ось Х2, соответствующую столам, в точке (0,30). Это означает, что если всех рабочих поставить на изготовление столов, то будет сделано 30 столов. Для всех точек внутри треугольника выполнено неравенство, а не равенство - часть рабочих будет простаивать.
Мы видим, что очевидного решения нет - для изготовления 80 стульев есть материал, но не хватает рабочих рук, а для производства 30 столов есть рабочая сила, но нет материала, Значит, надо изготавливать и то, и другое. Но в каком соотношении?
Чтобы ответить на этот вопрос, надо "совместить" рис.1 и рис.2, получив область возможных решений, а затем проследить, какие значения принимает целевая функция на этом множестве (рис.3).
Таким образом, множество возможных значений объемов выпуска стульев и столов (X, , Х2), или, в других терминах, множество
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Здесь:
(0) - обычное в экономике условие неотрицательности переменных,
(1) - ограничение по возможностям штамповки (выраженное для облегчения восприятия в процентах),
(2) - ограничение по возможностям отделки,
(3) - ограничение по сборке для\кухонь,
(4) - то же для кофемолок, \
\
(5) - то же для самоваров (как у^ке говорилось, все три вида изделий собираются на отдельных линиях).
Наконец, целевая функция F - общая прибыль предприятия.
Заметим, что неравенство (3) вытекает из неравенства (1), а неравенство (4) - из (2). Поэтому неравенства (3) и (4) можно из формулировки задачи линейного программирования ислючить.
Отметим сразу любопытный факт. Как будет установлено, в оптимальном плане X3 = 0, т.е. самовары выпускать невыгодно. '
Методы решения задач линейного программирования. Методы решения задач линейного программирования относятся к вычислительной математике, а не к экономике. Однако экономисту полезно знать о свойствах интеллектуального инструмента, которым он пользуется.
С ростом мощности компьютеров необходимость применения изощренных математических методов снижается, поскольку во многих случаях время счета перестает быть лимитирующим фактором, оно весьма мало (доли секунд). Поэтому разберем лишь три метода.
Простой перебор. Возьмем некоторый многомерный параллелепипед, в котором лежит многогранник, задаваемый ограничениями. Как его построить? Например, если имеется ограничение типа 2Х{ + 5Х, < 10, то, очевидно, 0 < X, < 10/2 = 5 и 0 < Х2 < 10/5 = 2. Аналогичным образом от линейных ограничений общего вида можно перейти к ограничениям на отдельные переменные. Остается взять максимальные границы по каждой переменной. Если многогранник, задаваемый ограничениями, неограничен, как было в задаче о диете, можно похожим, но несколько более сложным образом выделить его "обращенную" к началу координат часть, содержащую решение, и заключить ее в многомерный параллелепипед.
Проведем перебор точек параллелепипеда с шагом 1/10" последовательно при п-2,3,..., вычисляя значения целевой функции и проверяя выполнение ограничений. Из всех точек, удовлетворяющих ограничениям, возьмем ту, в которой целевая функция максимальна. Решение найдено! (Более строго выражаясь, найдено с точностью до 1/10«.)
Направленный перебор. Начнем с точки, удовлетворяющей ограничениям (ее можно найти простым перебором). Будем последовательно (или случайно - с помощью т.н. метода случайного поиска) менять ее координаты на определенную величину Л, каждый раз в точку с более высоким значением целевой функции. Если выйдем на плоскость ограничения, будем двигаться по ней (находя одну из координат по уравнению ограничения). Затем движение по ребру (когда два ограничения-неравенства переходят в равенства)... Остановка - в вершине линейного многогранника. Решение найдено!
(Более строго выражаясь, найдено с точностью до Л. Если необходимо, в окрестности найденного решения проводим направленный перебор с шагом А/2 , А/4 и т.д.)
Симплекс-метод. Этот один из первых специализированных методов оптимизации, нацеленный на решение задач линейного программирования, в то время как методы простого и направленного перебора могут быть применены для решения практически любой задачи оптимизации. Симплекс-метод был предложен американцем Г. Данцигом в 1951 г. Основная его идея состоит в продвижении по выпуклому многограннику ограничений от вершины к вершине, при котором на каждом шаге значение целевой функции улучшается до тех пор, пока не будет достигнут оптимум. Разберем пример на основе данных табл.2.
Рассмотрим задачу линейного программирования, сформулированную выше при рассмотрении оптимизации номенклатуры и объемов выпуска:
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Неотрицательность переменных не будем специально указывать, поскольку в задачах линейного программирования это предположение всегда принимается.
В соответствии с симплекс-методом введем т.н. "свободные переменные" Х4, Х5, Х6, соответствующие недоиспользованным мощностям, т.е. от системы неравенств перейдем к системе уравнений:
X, /200 +Х2 / 300 -1Х3 / 120 I-Хл - 100,
X, /300 +Х2/ 100+Х3 / 100 -\-Х5 =100,
Х3/Ъ0 + Хь = 100,

[image: image44.png]15X,+12X + 14X, = F.




У этой системы имеется очевидное решение, соответствующее одной из вершин многогранника допустимых значений переменных:
[image: image45.png]X, =X, =X, =0. X, =X, =X, = 100, F=0.




В терминах исходной задачи это означает, что ничего не надо выпускать. Такое решение приемлемо только на период летних отпусков.
В соответствии с симплекс-методом выбираем переменную, которая входит в целевую функцию F с самым большим положительным коэффициентом. Это X,.
Сравниваем частные от деления свободных членов в первых трех уравнениях на коэффициенты при только что выбранной переменной Хх:
[image: image46.png]100 / (1/200) = 20000. 100 / (1/300) =30000, 100/0 =~ = o .




Выбираем строку из системы уравнений, которой соответствует минимальное из всех положительных отношений. В рассматриваемом примере - это первая строка, которой соответствует отношение 20000.
Умножим первую строку на 200, чтобы получить X, с единичным коэффициентом:
[image: image47.png]X, £2/3X, +2/1,2X, +200.X, =20000.




Затем умножим вновь полученную строку на (-1/300) и сложим со второй строкой, чтобы исключить член с X,, получим
Ту же преобразованную первую строку умножим на (-15) и сложим со строкой, в правой части которой стоит F, получим:
[image: image48.png]2X, - 11X, -3000 X, = F - 300000.




В результате система уравнений преобразуется к виду, в котором переменная Xt входит только в первое уравнение:
[image: image49.png]7/900 X, +4/900 X, - 2/3 X,+ X, = 100/3.
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Очевидно, у новой системы имеется улучшенное по сравнению с исходным решение, соответствующее другой вершине выпуклого многогранника в шестимерном пространстве:
В терминах исходной задачи это решение означает, что надо выпускать только кухни. Такое решение приемлемо, если допустимо выпускать только один вид продукции.
Повторим описанную выше операцию. В строке с F имеется еще один положительный коэффициент - при Х2 (если бы положительных коэффициентов было несколько - мы взяли бы максимальный из них). На основе коэффициентов при Х2 (а не при Хг как в первый раз) образуем частные от деления соответствующих свободных членов на эти коэффициенты:
[image: image51.png]20000/ (2/3) = 30000, (100/3)/(7/900) = 30000/7, 100/0 = + w.




[image: image52.png]X, = 20000, X, =X, =X, = 0, X, =100/3, X, = 100, F=

300000.




Таким образом, нужно выбрать вторую строку, для которой имеем наименьшее положительное отношение 30000/7. Вторую строку умножим на 900/7 (чтобы коэффициент при Х2 равнялся 1). Затем добавим обновленную строку ко всем строкам, содержащим Х2, предварительно умножив их на подходящие числа, т.е. такие, чтобы все коэффициенты при Х2 стали бы после сложения равны 0, за исключением коэффициента второй строки, который уже стал равняться 1. Получим систему уравнений:
[image: image53.png]9/7 X, 1+ 1800/7 X, - 600/7 X,
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[image: image54.png]X, /80 + X, =100,
-85/7X, - 19800/7 X, - 1800/7.X, = I"-308571.




Поскольку все переменные неотрицательны, то из последнего уравнения следует, что прибыль F достигает своего максимального значения, равного 308571, при Х3 = Х4 = Х5 = 0. Из остальных уравнений следует, что при этом X, = 120000/7 = 17143, Х2 = 30000/7 = 4286, Х6 = 100. Поскольку в строке с F не осталось ни одного положительного коэффициента при переменных, то алгоритм симплекс-метода закончил свою работу, оптимальное решение найдено.
Практические рекомендации таковы: надо выпустить 17143 кухни, вчетверо меньше, т.е. 4286, кофемолок, самоваров не выпускать вообще. При этом прибыль будет максимальной и равной 308571. Все производственное оборудование будет полностью загружено, за исключением линии по сборке самоваров.
Транспортная задача. Различные технико-экономические и экономические задачи производственного менеджмента, от оптимальной загрузки станка и раскройки стального листа или полотна ткани до анализа межотраслевого баланса и оценки темпов роста экономики страны в целом, приводят к необходимости решения тех или иных задач линейного программирования. В книге [ 1 ] приведен обширный перечень публикаций, посвященный многочисленным применениям линейного программирования в металлургии, угольной, химической, нефтяной, бумажной и прочих отраслях промышленности, в проблемах транспорта и связи, планирования производства, конструирования и хранения продукции, сельском хозяйстве, в научных исследованиях, в том числе экономических, и даже при регулировании уличного движения.
Лекция 8
2.3 Вероятностно статистические методы принятия решений
Новые идеи последних лет – это точки роста. В работе []выделено 5 актуальных направлений в которых развивается  современная прикладная статистика, т.е. пять "точек роста": непараметрика, робастность, бутстреп, интервальная статистика, статистика объектов нечисловой природы. Кратко обсудим эти актуальные направления,

Непараметрика, или непараметрическая статистика, позволяет делать статистические выводы, оценивать характеристики распределения, проверять статистические гипотезы без слабо обоснованных предположений о том, что функция распределения элементов выборки входит в то или иное параметрическое семейство. Например, широко распространена вера в то, что статистические данные часто подчиняются нормальному распределению. Математики думают, что это - экспериментальный факт, установленный в прикладных исследованиях. Прикладники уверены, что математики доказали нормальность результатов наблюдений. Между тем анализ конкретных результатов наблюдений, в частности, погрешностей измерений, приводит всегда к одному и тому же выводу - в подавляющем большинстве случаев реальные распределения существенно отличаются от нормальных. Некритическое использование гипотезы нормальности часто приводит к значительным ошибкам, например, при отбраковке резко выделяющихся результатов наблюдений (выбросов), при статистическом контроле качества и в других случаях. Поэтому целесообразно использовать непараметрические методы, в которых на функции распределения результатов наблюдений наложены лишь весьма слабые требования. Обычно предполагается лишь их непрерывность. К настоящему времени с помощью непараметрических методов можно решать практически тот же круг задач, что ранее решался параметрическими методами.

Основная идея работ по робастности, или устойчивости, состоит в том, что выводы, полученные на основе математических методов исследования, должны мало меняться при небольших изменениях исходных данных и отклонениях от предпосылок модели. Здесь есть два круга задач. Один - это изучение устойчивости распространенных алгоритмов анализа данных. Второй - поиск робастных алгоритмов для решения тех или иных задач. Отметим, что сам по себе термин "робастность" не имеет точно определенного смысла. Всегда необходимо указывать конкретную вероятностно-статистическую модель. При этом модель "засорения" Тыоки-Хубера-Хампеля обычно не является практически полезной. Дело в том, что она ориентирована на "утяжеление хвостов", а в реальных ситуациях "хвосты" обрезаются априорными ограничениями на результаты наблюдений, связанными, например, с используемыми средствами измерения.

Бутстреп - направление непараметрической статистики, опирающееся на интенсивное использование информационных технологий. Основная идея состоит в "размножении выборок", т.е. в получении набора из многих выборок, напоминающих полученную в эксперименте. По такому набору можно оценить свойства различных статистических процедур, не прибегая к излишне обременительным параметрическим
вероятностно-статистическим
моделям.

Простейший способ "размножения выборки" состоит в исключении из нее одного результата наблюдения. Исключаем первое наблюдение, получаем выборку, похожую на исходную, но с объемом, уменьшенным на 1. Затем возвращаем исключенный результат первого наблюдения, но исключаем второе наблюдение. Получаем вторую выборку, похожую на исходную. Затем возвращаем результат второго наблюдения, и т.д. Есть и иные способы "размножения выборок". Например, можно по исходной выборке построить ту или иную оценку функции распределения, а затем методом статистических испытаний смоделировать ряд выборок из элементов, функция распределения которых совпадает с этой оценкой.

Интервальная статистика - это анализ интервальных статистических данных. Вполне очевидно, что все средства измерения имеют погрешности. Однако до недавнего времени это очевидное обстоятельство никак не учитывалось в статистических процедурах. В результате возникла абсурдная концепция состоятельности как необходимого свойства статистических оценок параметров и характеристик. Только недавно начала развиваться теория интервальной статистики, избавленная от указанной абсурдной концепции. В ней предполагается, что исходные данные - это не числа, а интервалы. Интервальную статистику можно рассматривать как часть интервальной математики. Выводы в ней часто принципиально отличны от классических.

Статистика объектов нечисловой природы. Перейдем к статистике объектов нечисловой природы (она же - статистика нечисловых данных, или нечисловая статистика). Сначала напомним, что исходный объект в прикладной статистике - это выборка, т.е. совокупность независимых одинаково распределенных случайных элементов. Какова природа этих элементов? В классической математической статистике элементы выборки - это числа. В многомерном статистическом анализе - вектора. А в нечисловой статистике элементы выборки - это объекты нечисловой природы, которые нельзя складывать и умножать на числа. Другими словами, объекты нечисловой природы лежат в пространствах, не имеющих векторной структуры.

Примерами объектов нечисловой природы являются:

· значения качественных признаков, т.е. результаты кодировки объектов с помощью заданного перечня категорий (градаций);

· упорядочения (ранжировки) экспертами образцов продукции (при оценке её технического уровня и конкурентоспособности)) или заявок на проведение научных работ (при проведении конкурсов на выделение грантов);

· классификации, т.е. разбиения объектов на группы (кластеры) сходных между собой;

· толерантности, т.е. бинарные отношения, описывающие сходство объектов между собой, например, сходства тематики научных работ, оцениваемого экспертами с целью рационального формирования экспертных советов внутри определенной области науки;

· результаты парных сравнений или контроля качества продукции по альтернативному признаку ("годен" - "брак"), т.е. последовательности из 0 и 1;

· множества (обычные или нечеткие), например, зоны, пораженные коррозией, или перечни возможных причин аварии, составленные экспертами независимо друг от друга;

· слова, предложения, тексты;

· вектора, координаты которых - совокупность значений разнотипных признаков, например, результат составления статистического отчета о научно-технической деятельности организации (т.н. форма № 1-наука) или анкета эксперта, в которой ответы на часть вопросов носят качественный характер, а на часть - количественный;

ответы на вопросы экспертной, маркетинговой или социологической анкеты, часть из которых носит количественный характер (возможно, интервальный), часть сводится к выбору одной из нескольких подсказок, а часть представляет собой тексты; и т.д.

Интервальные данные тоже можно рассматривать как пример объектов нечисловой природы, а именно, как частный • случай нечетких множеств. А именно, если характеристическая функция нечеткого множества равна 1 на некотором интервале и равна 0 вне этого интервала, то задание нечеткого множества эквивалентно заданию интервала. Напомним, что теория нечетких множеств в определенном смысле сводится к теории случайных „множеств. Цикл соответствующих теорем приведен в монографиях [3,7].

С 1970-х годов в основном на основе запросов теории экспертных оценок (а также технических исследований, экономики, социологии и медицины) развивались конкретные направления статистики объектов нечисловой природы. Были установлены основные связи между конкретными видами таких объектов, разработаны для них базовые вероятностные модели.

Следующий этап (1980-е годы) - выделение статистики объектов нечисловой природы в качестве самостоятельной дисциплины в рамках математических методов исследования, ядром которого являются методы статистического анализа данных произвольной природы. Для работ этого периода характерна сосредоточенность на внутренних проблемах нечисловой статистики.

К 1990-м годам статистика объектов нечисловой природы с теоретической точки зрения была достаточно хорошо развита, основные идеи, подходы и методы были разработаны и изучены математически, в частности, доказано достаточно много теорем. Однако она оставалась недостаточно апробированной па практике. И в 1990-е годы наступило время перейти от математико-статистических исследований к применению полученных результатов на практике. К этому периоду относится публикация большой серии статей в рамках секции "Математические методы исследования", посвященных теории и практике нечисловой статистики.

Следует отметить, что в статистике объектов нечисловой природы одна и та же математическая схема может с успехом применяться во многих областях, а потому ее лучше всего формулировать и изучать в наиболее общем виде, для объектов произвольной природы.

Основные идеи статистики объектов нечисловой природы. В чем принципиальная новизна нечисловой статистики? Для классической математической статистики характерна операция сложения. При расчете выборочных характеристик распределения (выборочное среднее арифметическое, выборочная дисперсия и др.), в регрессионном анализе и других областях этой научной дисциплины постоянно используются суммы. Математический аппарат - законы больших чисел, Центральная предельная теорема и другие теоремы - нацелены на изучение сумм. В нечисловой же статистике нельзя использовать операцию сложения, поскольку элементы выборки лежат в пространствах, где нет операции сложения. Методы обработки нечисловых данных основаны на принципиально ином математическом аппарате - на применении различных расстояний в пространствах объектов нечисловой природы.

Кратко рассмотрим несколько идей, развиваемых в статистике объектов нечисловой природы для данных, лежащих в пространствах произвольного вида. Они нацелены на решение классических задач описания данных, оценивания, проверки гипотез - но для неклассических данных, а потому неклассическими методами.

Первой обсудим проблему определения средних величин. В рамках теории измерений удается указать вид средних величин, соответствующих тем или иным шкалам измерения. В классической математической статистике средние величины вводят с помощью операций сложения (выборочное среднее арифметическое, математическое ожидание) или упорядочения (выборочная и теоретическая медианы). В пространствах произвольной природы средние значения нельзя определить с помощью операций сложения или упорядочения. Теоретические и эмпирические средние приходится вводить как решения экстремальных задач. Теоретическое среднее определяется как решение задачи минимизации математического ожидания (в классическом смысле) расстояния от случайного элемента со значениями в рассматриваемом пространстве до фиксированной точки этого пространства (минимизируется указанная функция от этой точки). Для эмпирического среднего математическое ожидание берется по эмпирическому распределению, т.е. берется сумма расстояний от некоторой точки до элементов выборки и затем минимизируется по этой точке. При этом как эмпирическое, так и теоретическое средние как решения экстремальных задач могут быть не единственными элементами рассматриваемого пространства, а являться некоторыми множествами таких элементов, которые могут оказаться и пустыми. Тем не менее удалось сформулировать и доказать законы больших чисел для средних величин, определенных указанным образом, т.е. установить сходимость (в специально определенном смысле) эмпирических средних к теоретическим средним (математическим ожиданиям).

Оказалось, что методы доказательства законов больших чисел допускают существенно более широкую область применения, чем та, для которой они были разработаны. А именно, удалось изучить асимптотику решений экстремальных статистических задач, к которым, как известно, сводится большинство постановок прикладной статистики. В частности, кроме законов больших чисел установлена и состоятельность оценок минимального контраста, в том числе оценок максимального правдоподобия и робастных оценок. К настоящему времени подобные оценки изучены также и в интервальной статистике.

В статистике в пространствах произвольной природы большую роль играют непараметрические оценки плотности, используемые, в частности, в различных алгоритмах регрессионного, дискриминантного, кластерного анализов. В нечисловой статистике предложен и изучен ряд типов непараметрических оценок плотности в пространствах произвольной природы, в том числе в дискретных пространствах. В частности, доказана их состоятельность, изучена скорость сходимости и установлен примечательный факт совпадения наилучшей скорости сходимости в произвольном пространстве с той, которая имеет быть в классической теории для числовых случайных величин.

Дискриминантный, кластерный, регрессионный анализы в пространствах произвольной природы основаны либо на параметрической теории - и тогда применяется подход, связанный с асимптотикой решения экстремальных статистических задач - либо на непараметрической теории - и тогда используются алгоритмы на основе непараметрических оценок плотности.

Для проверки гипотез могут быть использованы статистики интегрального типа, в частности, типа омега-квадрат. Любопытно, что предельная теория таких статистик, построенная первоначально в классической постановке, приобрела естественный (завершенный, изящный) вид именно для пространств произвольного вида, поскольку при этом удалось провести рассуждения, опираясь на базовые математические соотношения, а не на те частные (с общей точки зрения), что были связаны с конечномерным пространством.

Представляют практический интерес результаты, связанные с конкретными областями статистики объектов нечисловой природы, в частности, со статистикой нечетких множеств и со статистикой случайных множеств (напомним, что теория нечетких множеств в определенном смысле сводится к теории случайных множеств), с непараметрической теорией парных сравнений и бернуллиевских векторов (люсианов), с аксиоматическим введением метрик в конкретных пространствах объектов нечисловой природы, и с рядом других конкретных постановок.

Для анализа нечисловых, в частности, экспертных данных весьма важны методы классификации. С другой стороны, наиболее естественно ставить и решать задачи классификации, основанные на использовании расстояний или показателей различия, в рамках статистики объектов нечисловой природы. Это касается как распознавания образов с учителем (другими словами, дискриминантного анализа), так и распознавания образов без учителя (т.е. кластерного анализа).
Лекция 9

2.4  Принятие решений в условиях рисков
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