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Правила выполнения РГР 

 
Освоение курса «Математическая логика и теория алгоритмов» невоз-

можно без практики решения задач, при этом необходимо иметь знания по 
дискретной математике. При изучении курса «Математическая логика и теория 
алгоритмов» кроме конспекта лекций рекомендуется пользоваться учебниками, 
приведенными в списке литературы. 

Выполнение РГР является обязательным результатом самостоятельной 
работы студентов, изучающих дисциплину «Математическая логика и теория 
алгоритмов». При выполнении РГР необходимо строго придерживаться ука-
занных ниже правил. Работы, выполненные без соблюдения этих правил, не за-
считываются и возвращаются студенту для доработки. 

 РГР состоит из 8 задач, каждая задача имеет 25 вариантов. Номер 
варианта студента определяется по номеру в журнале группы. 

 Решения задач необходимо располагать в порядке номеров, ука-
занных в задании, сохраняя номера задач. Решение каждой задачи 
должно быть подробно и логично описано, отдельно выписан ответ 
задачи. Перед решением приводить условие задачи согласно вари-
анту. 

 Работа выполняется в редакторе Word (или аналог), файл с работой  
должен быть загружен в ЭИОС СибГУТИ. 

 После получения прорецензированной работы с оценкой «незачет» 
студент должен исправить все отмеченные преподавателем ошибки 
и недочеты, выполнить все рекомендации и повторно загрузить в 
ЭИОС СибГУТИ (комментарии преподавателя не удалять). Без вы-
полненной контрольной работы студент к экзамену не допускается. 

 Каждая задача оценивается определенным количеством баллов. 
Критерии оценки приведены ниже. Максимальное количество бал-
лов – 35, для зачета РГР необходимо получить не меньше 20 бал-
лов. 
 

Баллы за задачу Критерии оценки задач 

Задачи 
8 

Задачи 
1,6,7 

Задачи 
2,3,4,5 

8 5 3 
Задание выполнено полностью и абсолютно 
правильно. Приведено полное описание реше-
ния задачи. 

6-7 4 2 

Задание выполнено полностью и правильно, но 
решение содержит некоторые неточности и не-
существенные ошибки. Есть несущественные 
пробелы в оформлении решения задачи. 

3-5 3-2 1 
Задание выполнено не полностью, с суще-
ственными ошибками, но подход к решению, 
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идея решения и метод – правильны. Описание 
решения задачи неполное и поверхностное. 

1-2 1 0 

Задание выполнено частично, имеет ошибки, 
осуществлена попытка решения на основе пра-
вильных методов и идей решения. Описание 
решения неполное. 

0 0 0 
Задание не выполнено, выполнено не самосто-
ятельно. 
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Задача 1 

 
Проверить полноту системы логических функций, используя критерий По-
ста. Заполнение таблицы Поста должно быть обоснованным. Если система 
не полна, то достроить до полной системы. (Запрещается дополнять функ-
циями штрих Шеффера, стрелка Пирса, константами 0 и 1, отрицанием, 
конъюнкцией.) 
Используя функции полученной полной системы, выразить константы 0 и 1, 
отрицание, конъюнкцию. 
 

Булевы функции 

1 321 & xxx   6 )( 321 xxx   11 
)( 313221 xxxxxx 

 
16 321 &~ xxx   

2 321 &~ xxx  7 )( 321 xxx   12 321 )( xxx   17 (11010100) 

3 )(& 321 xxx   8 (01001000) 13 )&(| 321 xxx  18 
( 3221 xxxxx 

 

4 (01011100) 9 313221 xxxxxx 

 
14 321 )( xxx   19 

)(& 321 xxx 

 

5 313221 xxxxxx 

 
10 321 & xxx   15 )(& 321 xxx   20 

)( 321 xxx 

 
 

Варианты 

№ функции № функции № функции № функции № функции 

1 1,5,6 6 5,8,13 11 7,12,18 16 2,9,15 21 1,6,10 

2 2,3,7 7 5,11,12 12 7,13,19 17 3,6,7 22 3,12,19 

3 2,7,8 8 5,18,19 13 8,15,20 18 4,9,11 23 4,9,20 

4 3,9,10 9 6,12,14 14 1,9,10 19 5,17,20 24 4,7,14 

5 4,15,19 10 6,11,15 15 1,13,20 20 2,4,5 25 6,10,14 

 

Необходимый теоретический материал 
 

Система функций },...,,{ 21 kfffF   называется полной, если любая логиче-

ская функция может быть выражена через функции системы F  с помощью 
подстановки (т.е. составления сложных функций). 

Логическая функция f  сохраняет константу 0, если 0)0,...,0,0( f . 

Функцию f  называют функцией, сохраняющей константу 1, если 1)1,...,1,1( f . 

Множество всех функций, сохраняющих константу 0, обозначим 0T , а множе-

ство всех функций, сохраняющих константу 1, – `1T . 
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Двойственной к булевой функции ),...,,( 21 nxxxf  называется функция 

),...,,(),...,,( 2121 nn xxxfxxxf  . Если двойственная функция f  совпадает с 

исходной функцией f , то такая функция f  называется самодвойственной.  

Из определения следует, что функция самодвойственна тогда и только тогда, 
когда на взаимно противоположных наборах значений переменных функция 
принимает противоположные значения. Множество всех самодвойственных 
функций обозначим S . 

Логическая функция f  монотонная, если для любых пар ,   наборов 

значений переменных таких, что   , )()(  ff  . Множество всех монотон-

ных функций принято обозначать через M . 
Если функция f  не является монотонной, то найдутся два таких набора 

,   и индекс i, что ),...,0,,...,( 111 nii   , ),...,1,,...,( 111 nii   , 1)( f , 

1)( f , т.е. эти два набора различаются значениями только в одной компонен-

те, а значение функции равно 0 на большем наборе и равно 1 на меньшем. 
Булева функция ),...,,( 21 nxxxf  представлена в виде полинома Жегалкина 

от n  переменных, если miiimiii
Imiii

n xxxaxxf ...),...,(
21...21},...,2,1{

1


 ,  

где коэффициенты  полинома }1,0{...21


miiia  индексированы всеми возможными 

подмножествами множества },...,2,1{ nI  . Между коэффициентами и перемен-

ными стоит конъюнкция, которая опущена для сокращения длины формулы. 
 
Утверждение. Полином Жегалкина для любой булевой функции определен од-
нозначно. 
 
Пример. Пусть булева функция задана столбцом значений )1,1,0,1,0,0,1,1(f . 

Найдем полином Жегалкина, соответствующий заданной функции. 
В общем виде полином от трех переменных имеет вид 

0332211322331132112321123321 ),,( axaxaxaxxaxxaxxaxxxaxxxf  . 

Определим вид полинома методом неопределенных коэффициентов. Количе-
ство коэффициентов совпадает с количеством значений логической функции, 
коэффициенты определяются однозначно из системы уравнений. 

1)0,0,0( 0  af  

11)1,0,0( 303  aaaf , 03 a  

01)0,1,0( 2  af , 12 a  
11)0,0,1( 1  af , 01 a  

111)0,1,1( 12022112112  aaxaxaxxaf , 112 a  

01)1,0,1( 13033113113  aaxaxaxxaf , 113 a  

011)1,1,0( 23033223223  aaxaxaxxaf , 023 a  

1)1,1,1( 0321231312123  aaaaaaaaf , 1123 a  
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Таким образом, полином Жегалкина для функции f  имеет вид 

123121321  xxxxxxxxf . 

Функция f  линейная, если f  представима в виде полинома Жегалкина 

первой степени, т.е. 022111 ...),...,( axaxaxaxxf nnn  . Множество всех линей-

ных функций обозначают через L . Логическая функция из предыдущего при-
мера – нелинейная. 

Множества функций 0T , `1T , S , M , L  называются классами Поста.  

Множество булевых функций F  называют замкнутым, если любая под-
становка (сложная функция) функций из F  также принадлежит F . 

Теорема. Каждый класс Поста замкнут. 

Критерий Поста. Множество булевых функций полно тогда и только тогда, 
когда оно не содержится целиком ни в одном из классов Поста.  
Пример. Проверить на полноту множество булевых функций }0,{~,F . 

Для исследования используют критериальную таблицу. Строки таблицы соот-
ветствуют функциям исследуемого множества, а столбцы – классам Поста. 

Таблицы истинности функций из системы приведены ниже, по таблицам 
истинности можно определить принадлежность к классам 0T , `1T , S , M . 

 

x y x ~ y xvy 0 

0 0 1 0 0 
0 1 0 0 0 

1 0 0 0 0 

1 1 1 1 0 
 
Линейность определяется по виду многочленов Жегалкина для функций. 
Найдем эти многочлены, используется равносильность 1 xx   

1&1)1(&)1()&(  yxyxyxyxyx  

1

)1)1()1(&(&)1)1(&)1(()(&)(~





yx

yxyxyxyxyxyxyx
 

Если функция принадлежит классу Поста, то в таблицу ставится +, иначе – . 
 

  T0 T1 S M L 

~ - + - - + 

V + + - + - 

0 + - - + + 

 
По критерию Поста полная система функций не содержится ни в одном из 
классов Поста, т.е. для полной системы в каждом столбце критериальной таб-
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лицы должен быть хотя бы один «–». Таким образом, система функций  
}0,{~,F  полная. 

Выразим теперь константы, отрицание, конъюнкцию через функции системы 
}0,{~,F . Константу 1 можно получить из эквиваленции, которая  не сохраня-

ет 0, но сохраняет 1, отождествлением переменных, т.е. xx ~1  .  Отрицание 
можно получить из немонотонной функции () и констант,  xx ~0 . Конъ-
юнкция может быть получена из нелинейной функции (дизъюнкция), отрица-
ния и констант, поскольку 

)))~0()~0((~0())(~0()(& yxyxyxyx  . 

 
Ответ: система функций  }0,{~,F  полная, 

xx ~1  , xx ~0 , )))~0()~0((~0(& yxyx   

Задачи 2–5 

 
2. Записать рассуждение в логической символике, обосновать выбор логиче-
ских связок. 
3. Проверить правильность рассуждения методом Куайна. 
4. Проверить правильность рассуждения методом редукции. 
5. Проверить правильность рассуждения методом резолюций. 

 
Варианты 

Вариант 1. Если бы он бегал по утрам, то у него было бы крепкое здоровье. Он 
бегает только в том случае, если на улице тепло. Сегодня было 
тепло, но он заболел. Значит, сегодня он не бегал. 

Вариант 2. Если у футболиста хорошее настроение, то он пинает мяч. Если 
футболист устал, то он не пинает мяч. У футболиста хорошее 
настроение, если он не устал. Значит, у футболиста хорошее 
настроение. 

Вариант 3. Если футболист не устал, то он пинает мяч. У футболиста хорошее 
настроение тогда и только тогда, когда футболист не устал. Футбо-
лист пинает мяч. Значит, у него хорошее настроение.  

Вариант 4. Франция выйдет на чемпионат мира по футболу, только если Гер-
мания не попадет на чемпионат мира. Бразилия выйдет на чемпио-
нат мира, если Франция не попадет на чемпионат мира. Бразилия 
не попала на чемпионат мира. Значит, Германия не выйдет на чем-
пионат мира по футболу. 

Вариант 5. Когда у меня есть свободное время, я читаю книги. Если книга по-
падается скучная, я засыпаю. Сегодня у меня есть свободное время 
и мне посоветовали интересную книгу. Значит, сегодня я не сплю 
все ночь. 
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Вариант 6. Если ослик Иа пойдет гулять, то он обязательно потеряет хвост. 
Ослик Иа пойдет гулять, если Вини-Пух пойдет с ним. Вини-Пух 
решил остаться дома. Значит, ослик Иа не потеряет свой хвост. 

Вариант 7. Если есть масло, то я могу испечь капкейки. Я делаю чизкейк тогда 
и только тогда, когда дома есть творог. Дома всегда есть либо мас-
ло, либо творог. Значит, я не сделаю капкейки. 

Вариант 8. Хомяк добрый, если хозяин его вкусно кормит. Хомяка вкусно 
кормят, только если у хозяина есть деньги. У хозяина нет финансо-
вых проблем. Значит, хомяк добрый. 

Вариант 9. Если Марии понравятся цветы, она купит семена и посадит цветы. 
Если погода будет плохой, Мария не станет сеять цветы. Цветы не 
посажены. Значит, либо Марии не понравились цветы, либо на 
улице была холодная погода. 

Вариант 10. Если герой помогает жителям городка, то герой положительный. 
Когда герой спасает принцессу, он не может помогать жителям го-
родка. Герой отправился спасать принцессу. Значит, герой не по-
ложительный. 

Вариант 11. Если бы на стадо не напал волк, овечка Долли не сбежала бы. Если 
бы пастух был внимательным, на стадо не напал бы волк. Пастух 
был не внимательным и овечка Долли сбежала. Значит, на стадо 
напал волк. 

Вариант 12. Роутер раздает интернет, когда роутер включен в розетку и отсут-
ствует задолженность по оплате трафика.  Интернет не ловится, хо-
тя роутер включен в розетку. Значит, интернет вовремя не оплачен. 

Вариант 13. Если щегол поет, то либо на улице солнечно, либо щегол сытый. 
На улице пасмурно и в кормушке нет корма. Значит, щегол молчит. 

Вариант 14. Если человек дальтоник, то ему запрещается водить автомобиль и 
он не может рисовать цветные картинки. Человек рисует цветные 
картинки, но ему запрещено водить автомобиль. Значит, у человека 
нет дальтонизма. 

Вариант 15. Если астероид столкнется с Землей, то произойдет катастрофа. Ес-
ли произойдет катастрофа, то тираннозавры погибнут. Тираннозав-
ры вымерли. Значит, произошло столкновение астероида с Землей. 

Вариант 16. Страус осознает, что ему грозит опасность, если видит хищное жи-
вотное. Если страус осознает опасность, он прячет голову в песок. 
Страус не спрятал голову в песок. Значит, страус не видит хищное 
животное.  

Вариант 17. Если подозреваемый совершил кражу, то либо кража была тща-
тельно подготовлена, либо имелся соучастник. Если бы кража была 
тщательно подготовлена, то был бы соучастник. Значит, подозре-
ваемый не виновен в краже. 

Вариант 18. Если бы он хорошо знал английский язык или хотя бы она говори-
ла помедленнее, то он бы ее понял. Но он ее не понял. Значит, она, 
как всегда, говорила слишком быстро. 



11 
 

Вариант 19. Незнание правил дорожного движения не освобождает от ответ-
ственности в случае их несоблюдения. При нарушении правил во-
дитель несет ответственность. Следовательно, знать правила нуж-
но. 

Вариант 20. Если у меня хватит времени прочитать книгу, то я пойду погулять 
или встречусь с друзьями. С друзьями я встречаюсь во время про-
гулки. Значит, я встречусь с друзьями. 

Вариант 21. Если подозреваемый совершил кражу, то либо кража была тща-
тельно подготовлена, либо имелся соучастник. Если бы кража была 
тщательно подготовлена, то был бы соучастник. Значит, подозре-
ваемый виновен в краже. 

Вариант 22. Муравей поднимет соломинку, если ее вес не превышает собствен-
ный вес муравья более, чем в 10 раз. Муравей не будет поднимать 
соломинку, если она ему не нужна. Муравей не стал поднимать со-
ломинку. Значит, соломинка слишком тяжелая. 

Вариант 23. Если человек обедает в кафе быстрого питания, то он голоден и ку-
да-то торопится. Человек не обедает в кафе быстрого питания, хотя 
и очень торопится. Значит, он голоден. 

Вариант 24. Мне обязательно нужно сходить в магазин. Я хожу в  магазин 
только тогда, когда я свободен. Когда я свободен, я предпочитаю 
отдыхать. Значит, я не пойду в магазин. 

Вариант 25. Если бы у нее было много денег, то она бы ездила в институт на 
такси и тогда бы никогда не опаздывала.  У нее денег немного. По-
этому она постоянно опаздывает. 

 
 
Необходимый теоретический материал 
 

Под высказыванием принято понимать языковое предложение, о котором 
имеет смысл говорить, что оно истинно или ложно. Не всякое предложение 
может быть истинным или ложным, а значит, быть высказыванием. Так, вопро-
сительное или повелительное предложение не является высказыванием.  

В логике высказываний интересуются не содержанием, а истинностью 
или ложностью высказываний. Истинностное значение – истина или ложь – 
будем обозначать И и Л соответственно. Для соединения высказываний в более 
сложные высказывания используют следующие логические операции (связки). 
Отрицанием высказывания A называется высказывание, истинное тогда и 
только тогда, когда высказывание A ложно. Обозначается A . В естественном 
языке отрицание A  соответствует следующим конструкциям: 

 не A (или то, что получится в результате вставки частицы "не" пе-
ред глаголом – основным или вспомогательным; 

 A не имеет места; 
 A не верно. 
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Конъюнкцией двух высказываний A и B называется высказывание, истинное то-
гда и только тогда, когда истинны оба высказывания. Обозначается BA & . В 
естественном языке конъюнкция BA & соответствует следующим конструкци-
ям:  

 A и B; 
 не только A, но и B; 
 B, хотя и A; 
 B, несмотря на A; 
 как A, так и B; 
 A вместе с B; 
 A, в то время как B. 

Дизъюнкцией двух высказываний A и B называется высказывание, ложное то-
гда и только тогда, когда оба высказывания ложны. Обозначается BA . В 
естественном языке дизъюнкция BA  соответствует следующим конструкци-
ям: 

 A или B, или оба; 
 A или B; 
 A, если не B; 
 A и/или B (в юридических текстах). 

Импликацией двух высказываний A и B называется высказывание, ложное то-
гда и только тогда, когда A истинно, а B ложно. Обозначается BA . В есте-
ственном языке импликация BA  соответствует следующим конструкциям:  

 если A, то B; 
 коль скоро A, то B; 
 в случае A имеет место B; 
 для B достаточно A; 
 для A необходимо B; 
 B, если A; 
 A влечет B. 

Эквиваленцией двух высказываний A и B называется высказывание, истинное 
тогда и только тогда, когда истинностные значения A и B совпадают. Обозна-
чается BA ~ . В естественном языке эквиваленция BA ~  соответствует следу-
ющим конструкциям: 

 A, если и только если B; 
 если A, то B, и обратно; 
 A, если B, и B, если A; 
 для A необходимо и достаточно B; 
 A равносильно B; 
 A тогда и только тогда, когда B. 

 
Пример. Записать рассуждение в логической символике.  
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Я оплачу ремонт телевизора, только если после ремонта те-
левизор будет работать.  
Телевизор не работает после ремонта.Значит, я не оплачиваю 
ремонт телевизора. 

Данное рассуждение состоит из двух гипотез и вывода, которые необхо-
димо записать в логической символике. Для этого выделим отдельные выска-
зывания и обозначим их высказывательными переменными: 

А=“Я оплачиваю ремонт”  
В=“Телевизор работает” 

В первой гипотезе используется конструкция «только если …», что соответ-
ствует логической связке эквиваленция. Негативное высказывание соответ-
ствует логической связке отрицание. Поэтому рассуждение  в логической сим-
волике выглядит так: AB ~ , B ├ A . 
Ответ: AB ~ , B ├ A . 

 
Следующая теорема, доказанная Постом, устанавливает взаимосвязь 

между тождественной истинностью и доказуемостью формулы. 
Теорема (Пост, 1921). Формула F  является теоремой исчисления высказыва-
ний тогда и только тогда, когда F  – тавтология. 

Таким образом, для проверки выводимости формулы в исчислении вы-
сказываний достаточно проверить тождественную истинность этой формулы, 
что можно сделать за конечное число шагов. 

Метод Куайна представляет собой модификацию тривиального метода. 
Пусть kXXX ,...,, 21   – множество высказывательных переменных в формуле 

F . Возьмем первую переменную 1X  и придадим ей, например, истинное зна-

чение (или ложное). Подставим это значение в формулу F  и выполним логи-
ческие операции, которые могут возникнуть при такой подстановке. После вы-
полнения вычислений получим формулу F   с меньшим количеством перемен-
ных и далее опять применяем к ней описанную процедуру. Если на каком-то 
шаге получена формула, которая является тавтологией или противоречием 
независимо от значений высказывательных переменных, входящих в эту фор-
мулу, то алгоритм на этом шаге можно остановить. Таким образом, алгоритм 
Куайна приводит к рассмотрению меньшего количества интерпретаций, чем 
тривиальный алгоритм.  
 
Пример. Проверить выводимость AB ~ , B ├ A  методом Куайна. 
Сначала применим теорему дедукции к данной выводимости. По теореме де-
дукции можно проверять выводимость  

├ )()~( ABAB   

Пусть переменная B  принимает ложное значение или 0B . Тогда 
)0()~0( AA  . Используя равносильные преобразования и таблицы 

истинности логических связок, AAAA  )0()~0( .  Можно 

продолжить, полагая 0A . Тогда 100  . При 1A  111  . 
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Пусть теперь переменная B  принимает истинное значение или 1B . То-
гда 1)1()~1(  AA  при любом значении переменной A . 

Таким образом, формула )()~( ABAB   является тавтологией, а значит, 

выводима в исчислении высказываний. 
Ответ: выводимость верная. 
 

Рассмотрим теперь метод редукции распознавания тождественно истин-
ных формул в исчислении высказываний. Он особенно удобен, когда в записи 
формул встречается много импликаций. Суть метода заключается в следую-
щем. Пусть формула F  имеет вид импликации, например, BAF  . Допу-
стим, что в некоторой интерпретации формула F  принимает ложное  значение. 
Тогда в соответствии с таблицей истинности для импликации имеем 1A , 

0B . Таким образом, проверка формулы F  сводится к проверке формул A и 
B . После этого данный процесс применяется к формулам A и B  и продолжа-
ется до тех пор, пока не будет получено противоречие с начальным предполо-
жением о ложности формулы. В этом случае доказано, что формула является 
тавтологией. В противном случае будет определен набор значений перемен-
ных, на котором формула принимает ложное значение, а значит, не является 
тавтологией.  
 
Пример. Проверить выводимость формулы AB ~ , B ├ A  методом редукции. 
По теореме дедукции можно проверять выводимость  

├ )()~( ABAB   

Пусть в некоторой интерпретации формула имеет ложное значение. То-
гда 1~ AB , 0 AB . Применим теперь редукцию к формуле AB  . Ес-
ли она в некоторой интерпретации имеет ложное значение, то 1B , 0A  
или 0B , 1A . Подставляя полученные значения переменных в соотношение  

1~ AB , получим противоречие ( 01~0  ) с первоначальным предположением 
о ложности исходной формулы. Таким образом, исходная формула не может 
быть ложной ни при какой интерпретации, т.е. формула является тавтологией и 
выводима в исчислении высказываний. 
Ответ: выводимость верная. 
 

Наиболее известный классический алгоритм проверки выводимости 
формул в ИВ называется методом резолюций. В основу метода резолюций по-
ложена следующая теорема (доказательство от противного).  
Теорема (доказательство от противного). Если A, ├ L B , где B  – любое 

противоречие, то ├ L A. 
В качестве формулы B  при доказательстве от противного по методу ре-

золюций принято использовать пустую формулу, которую будем обозначать 
 . Пустая формула не имеет никакого значения и не является истинной ни при 
какой интерпретации и по определению является противоречием. Метод резо-
люций работает с особой стандартной формой формул, которые называются 
предложениями. Предложение – это дизъюнкция литералов (переменных или 
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их отрицаний). Любая формула исчисления высказываний может быть преоб-
разована во множество предложений следующим образом. Сначала формула 
приводится к КНФ, а затем конъюнкция дизъюнкций литералов разбивается на 
множество предложений. 
 
Пример. Найдем множество предложений, соответствующих формуле  

)( ABA  . 

Приведем формулу к КНФ. 
ABAABAABAABA  &)()&()()( . 

Таким образом, множество предложений состоит из двух формул BA , 

A .  
Ответ: множество предложений },{ ABA  . 

 
Рассмотрим теперь правило резолюции, т.е. правило вывода, которое ис-

пользуется в методе резолюций. Пусть A  и B  – два предложения, которые 
имеют следующий вид 1APA   и 1BPB  , где P  – переменная, а 1A , 1B  

– любые предложения (в частности, может быть пустые или состоящие только 

из одного литерала). Правило вывода R
BA

BA

11

,


 называется правилом резолюции. 

Предложения А и В называются резольвируемыми (или родительскими), пред-
ложение 11 BA   – резольвентой, а формулы P , P  – контрарными литерала-

ми. 
Теорема. Правило резолюции логично, т.е. резольвента является логическим 
следствием резольвируемых предложений. 

Метод резолюций для исчисления высказываний заключается в следую-
щем. Пусть нужно установить выводимость ├ L F . Воспользуемся доказа-
тельством от противного и будем доказывать выводимость F, ├ L  с по-

мощью метода резолюций. Для этого каждая формула множества гипотез   и 
формула F  независимо преобразуются во множества предложений. В полу-
ченном совокупном множестве предложений S  отыскиваются резольвируемые 
предложения, к ним применяется правило резолюции и полученная резольвен-
та добавляется во множество предложений S . После чего  процедура резольви-
рования повторяется. При этом возможны два случая: 

 Среди  предложений множества S  нет резольвируемых или нельзя 
получить новую резольвенту. Это означает, что теорема опровергнута, 
т.е. формула F  не выводима из множества формул  . 

 В результате очередного применения правила резолюции получено 
пустое предложение. Это означает, что теорема доказана, т.е.  
├ L F . 
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Пример. Докажем методом резолюций выводимость AB ~ , B ├ A  
Преобразуем во множество предложений отдельно гипотезы и отрицание 

вывода.  
},{)(&)(~ BAABBAABAB   

}{ BB   
}{)( AA   

Таким образом, общее множество предложений },,,{ ABBAABS  . Далее 

проводим резольвирование полученных предложений, применяя правило резо-
люции 

1 AB    
2 BA   
3 B   
4 A   
5 A  ПР из 2 и 3 

6  ПР из 4 и 5 

Поскольку получено пустое предложение, то исходная формула выводима в 
исчислении высказываний. 
Ответ: выводимость верная. 
 

Задача 6 
 

На координатной плоскости даны множества А и В (А ограничено красным 
цветом, В – синим). Описать предикаты, определенные на координатной 
плоскости )(zPA "точка z принадлежит множеству А", )(zPB "точка z при-

надлежит множеству В" (границы включены в множества, можно использо-
вать логические операции и сравнение ≤). С использованием полученных 
предикатов записать в виде формул логики предикатов высказывания о 
множествах А и В. 

 
Варианты 

Вариант 1 
 

       А и В не пересекаются 
       
       
       А и В не пустые 
       

       

        
 
 
 
 

y 

3 

4 

5 

1 

2 

1 2 3 4 5 х 
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Вариант 2 
 

       Пересечение А и В не пусто 

       
       

       Некоторые точки В не при-
надлежат А        

       
        

 
Вариант 3 
 

       Пересечение А и В не пусто 

       
       
       Некоторые точки А не при-

надлежат В        

       
        

 
Вариант 4 
 

       А содержится в В 

       
       
       Некоторые точки В не при-

надлежат А        
       

        
 
Вариант 5 
 

       А и В не пересекаются 
       

       
       А и В не пустые 

       

       
        

 
 
 
 

y 

3 

4 
5 

1 

2 

1 2 3 4 5 х 

y 

y 

3 

4 

5 

1 

2 

1 2 3 4 5 х 

y 

3 

4 

5 

1 

2 

1 2 3 4 5 х 

3 

4 

5 

1 

2 

1 2 3 4 5 х 
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Вариант 6 
 

       А не содержится целиком в В 

       
       
       Некоторые точки В не принадле-

жат А        

       
        

 
 
Вариант 7 
 

       В включает А 

       

       
       Объединение А и В равно В 
       

       

        
 
Вариант 8 
 

       Пересечение А и В пусто 

       
       
       Объединение А и В не пусто 
       

       
        

 
Вариант 9 
 

       А не содержится целиком в В 

       
       

       Некоторые точки В не принадле-
жат А        

       

       
 
 

y 

y 

3 

4 

5 

1 

2 

1 2 3 4 5 х 

y 

3 

4 

5 

1 

2 

1 2 3 4 5 х 

y 

3 

4 

5 

1 

2 

1 2 3 4 5 х 

3 

4 

5 

1 

2 

1 2 3 4 5 х 

y 
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Вариант 10 
 

       Пересечение А и В не пусто 

       
       
       Некоторые точки В не принадле-

жат А        

       
        

 
 
Вариант 11  
 

       А включает В 
       
       

       Объединение А и В равно А 

       
       

        
 
Вариант 12 
 

       Пересечение А и В не пусто 
       
       
       Некоторые точки В не принадле-

жат А        

       
        

 
Вариант 13  
 

       Пересечение А и В не пусто 

       
       
     Некоторые точки А не принадле-

жат В        

       
        

 
 
 

y 

3 

4 

5 

1 

2 

1 2 3 4 5 х 

 

y 

y 

3 

4 

5 

1 

2 

1 2 3 4 5 х 

3 

4 

5 

1 

2 

1 2 3 4 5 х 

4 

5 

1 

1 2 3 4 5 х 

3 

2 

y 

y 

y 

y 
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Вариант 14 
 

       Разность А и В не пустое множе-
ство        

       
       Пересечение Аи В не пустое 

       
       

        
 
Вариант 15 
 

       Пересечение А и В не пусто 
       
       
       Некоторые точки В не принадле-

жат А        
       

        
 
Вариант 16 
 

       А содержится в В 

       
       

       Объединение А и В равно не равно 
А        

       

        
 
Вариант 17 
 

       В содержится в А 
       

       
       Объединение А и В равно А 
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Вариант 18 
 

       Пересечение А и В не пусто 

       
       

       Некоторые точки А не принадле-
жат В        

       
        

 
Вариант 19 
 

       Пересечение А и В не пусто 

       

       
       Некоторые точки А не принадле-

жат В        
       
        

 
Вариант 20 
 

       Не все точки В содержатся в А 

       
       
       А не пусто или В не пусто 
       

       
        

 
Вариант 21 
 

       В содержит  А 

       
       
       Объединение А и В равно В 
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Вариант  22 
 

       Пересечение А и В не пусто 

       
       
       Некоторые точки А не принадле-

жат В        

       
        

 
Вариант 23 
 

       В не содержит все точки  А 

       
       

       Объединение А и В не равно В 

       
       

        
 
Вариант 24 
 

       Не все точки А содержатся в В 
       
       

       Объединение А и В не пусто 

       
       

        
 
Вариант 25  
 

       В не содержит все точки  А 
       

       

       Объединение А и В не равно В 
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Необходимый теоретический материал 

 
Каждое высказывание представляет собой некоторое суждение о предме-

те высказывания (субъекте) или взаимосвязи нескольких субъектов. Предметы 
(субъекты), о которых делается суждение, могут быть самой различной приро-
ды. Множество субъектов, о которых делаются высказывания, называется 
предметной областью  . Для обозначения субъектов будем использовать 
предметные переменные. Предикат – это языковое выражение, обозначающее 
какое-то свойство субъекта или отношение между субъектами. В современной 
логике предикатами называются функции, значениями которых служат выска-
зывания. Предикатом мощности n  ( n -местным предикатом) ),...,,...,( 1 ni xxxP , 

ix  определенным на предметной области  , называют отображение набора 

предметных переменных nxx ,...,1  во множество высказываний.  

 
Пример. Приведем примеры различных предметных областей и предикатов.  

o Q «2+3=5» – нульместный предикат, определенный на множестве  

натуральных чисел N. 
o )(xP =«Натуральное число x  четное» – одноместный предикат, 

определенный на множестве натуральных чисел N. 
o ),( 21 xxD =«Натуральное число 1x  делится (без остатка) на нату-

ральное число 2x  » – двуместный предикат, определенный на мно-

жестве пар натуральных чисел NN. 
o )(xM =« x  – мужчина», одноместный предикат, определенный на 

множестве всех людей. 
Придавая конкретные значения из предметной области предметным перемен-
ным, участвующим  в предикатах, можно получить высказывания, которые 
принимают логическое значение истина или ложь в зависимости от значения 
переменных. 

Поскольку предикаты представляют собой отображения со значениями 
во множестве высказываний, где введены логические операции, то эти опера-
ции естественным образом определяются и для предикатов. Пусть P , Q  – пре-

дикаты мощности n , определенные на предметной области  . Тогда логиче-
ские операции для предикатов вводятся следующим образом: 

)),...,((:),...,)(( 11 nn xxPxxP   

)),...,(),...,((:),...,)(( 111 nnn xxQxxPxxQP   

)),...,(&),...,((:),...,)(&( 111 nnn xxQxxPxxQP   

)),...,(),...,((:),...,)(( 111 nnn xxQxxPxxQP   

 
Пример. Пусть на множестве натуральных чисел N определены два предиката: 

)(xP =«Натуральное число x делится на 2»,  

)(xQ =«Натуральное число x  делится на 3».  
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Тогда  
))()((:))(( xQxPxQP  = «Натуральное число x  делится на 2 или на 3»,  

))(&)((:))(&( xQxPxQP  = «Натуральное число x  делится на 6». 

Таким образом,  
))5()5((:)5)(( QPQP  = ЛЛ=Л,  

))120(&)120((:)120)(&( QPQP  =И&И=И. 

Существуют такие виды высказываний, которые нельзя записать в виде 
формулы исчисления высказываний. Например,  

 Все дети должны смеяться. 
 Все люди смертны. 
 Никто не забыт, и ничто не забыто. 

Корректность таких высказываний определяется не только истинностью 
соответствующих логических связок, но и пониманием таких слов, как «все», 
«всякий» и т.д. В логике предикатов наряду с операциями логики высказыва-
ний основную роль играют операции, называемые кванторами. Именно ис-
пользование кванторов делает логику предикатов более богатой и гибкой по 
сравнению с логикой высказываний.  

Дадим определение операции кванторов. Пусть Q  – одноместный преди-

кат, определенный на предметной области  . Предположим сначала, что мно-
жество   имеет конечное число элементов, т.е. },...,{ 1 maa . Тогда высказы-

вание A «Все элементы   обладают свойством Q » можно записать в виде 

конечной конъюнкции )(&...&)(&)( 21 maQaQaQA   и высказывание A  будет 

истинно тогда и только тогда, когда предикат Q  принимает истинное значение 

для любого ia . Также можно рассмотреть высказывание B «Хотя бы 

один элемент   обладает свойством Q » и записать его в виде конечной дизъ-

юнкции предикатов – )(...)()( 21 maQaQaQB  . Очевидно, что высказы-

вание B  будет истинным, если хотя бы для одного элемента из предметной об-
ласти предикат принимает истинное значение. Однако в случае бесконечного 
множества   нельзя записать бесконечную конъюнкцию или дизъюнкцию 
предикатов и в этом случае используют операцию квантор всеобщности или 
квантор существования. 

Пусть имеется n -местный предикат ),...( 1 nxxP , определенный на пред-

метной области  . Предикату P  поставим в соответствие пару )1( n -местных 

предикатов:  
),...,,...,( 1 nii xxxPx  («для всякого ),...,,...,( 1 nii xxxPx ») и  

),...,,...,( 1 nii xxxPx  (существует ix , для которого ),...,,...,( 1 ni xxxP ). 

Эти )1( n -местные предикаты переменных nii xxxx ,...,,,..., 111   получены из 

исходного предиката навешиванием квантора всеобщности и  квантора суще-
ствования. При этом переменная ix  связана квантором всеобщности или суще-

ствования. 
В естественном языке предикату )(xxP  соответствуют фразы: 
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 Для любого x (имеет место) P. 
 P(x) при произвольном x. 
 Для всех x (верно) P(x). 
 P(x), каково бы ни было x. 
 Для каждого x (верно) P(x). 
 Всегда имеет место P(x). 
 Каждый обладает свойством  P. 
 Свойство P присуще всем. 
 Всё удовлетворяет P. 
 Любой объект является P. 
 Всякая вещь обладает свойством P. 

В естественном языке предикату )(xxP  соответствуют фразы: 

 Для некоторых x (имеет место) P(x). 
 Для подходящего x (верно) P(x). 
 Существует x, для которого (такой, что) P(x). 
 Имеется x, для которого (такой, что) P(x). 
 Найдется x, для которого (такой, что) P(x). 
 У некоторых вещей есть признак P. 
 Хотя бы для одного x (верно) P(x). 
 Кто-нибудь относится к (есть) P. 
 По крайней мере, один объект есть P. 

 
Пример. На координатной плоскости дано множество А (А ограничено крас-
ным цветом). Описать предикат, определенный на координатной плоскости, 

)(zPA "точка z принадлежит множеству А". (Границы фигуры включены в 

множество, можно использовать логические операции и сравнение ≤).  
 

        

       
       

        
       
       
        

 
Для описания предиката необходимо определить предметную область  . 

В данном случае предметной областью будет координатная плоскость, которая 
содержит всевозможные точки ),( yxz  , Ryx , .  Определим для  ),( yxz  

вспомогательный предикат ""),( yxyxC  . 

Множеству А принадлежат такие точки  ),( yxz , что 32  x  и 

53  y . Или с использованием обозначений и логических операций 

)5,(&),3(&)3,(&),2()( yCyCxCxCzPA  . 

y 

3 
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5 
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2 
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Задача 7 

 
Проверить общезначимость формулы методом резолюций. 
 
Варианты 

Вариант 1. )),((&)),(( yxyBxyxyAx   

Вариант 2. )),(()),(( yxyBxyxyAx   

Вариант 3. )),(()),(( yxyBxyxyAx   

Вариант 4. )),(()),(( yxyBxyxyAx   

Вариант 5. )),(()),(( yxxQyyxyQx   

Вариант 6. )),(()),(( yxxQyyxyQx   

Вариант 7. )),()),((()),(( yxRyxxQyyxyQx   

Вариант 8. )),()),((()),(( yxQyxxPyyxyQx   

Вариант 9. )),(),((),( yxxRyxyQyxxQ   

Вариант 10. )),(),(()),(( yxxQyxyPyxyQx   

Вариант 11. ),()),(( yxyByxyAx   

Вариант 12. )),(()),(( yxyBxyxyAx   

Вариант 13. )),(()),(( yxxQyyxyQx   

Вариант 14. ),()),(( yxxQyxyQx   

Вариант 15. )),(),((),( yxxRyxyQyxxQ   

Вариант 16. )),(),((),( yxxQyxyPyxyQ   

Вариант 17. )),(()),(( yxyBxyxyA   

Вариант 18. )),(()),(( yxxByxyAx   

Вариант 19. )),(),(( yxxQyyxyQx   

Вариант 20. ),()),(),(( yxxRyxyQyxxQ   

Вариант 21. ),()),(),(( yxxQyxyPyxxQy   

Вариант 22. ),(),( yxyBxyxyA   

Вариант 23. )),(()),(( yxyBxyxxA   

Вариант 24. ),(&),( yxByxyAx  

Вариант 25. )),(()),(( yxyBxyxyAx   

 
Необходимый теоретический материал 
 

Формула F  находится в предваренной форме, если она имеет следую-
щий вид ),...,(... 12211 nnn xxGxQxQxQF  ,где iQ  – квантор всеобщности или су-

ществования или отсутствие квантора по переменной ix , а G  – бескванторная 

формула. Приставка  nn xQxQxQ ...2211 называется префиксом, а формула G  – 

матрицей. 
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Пример. Формула )()( zRxPx   не является формулой в предваренной фор-

ме, поскольку квантор существования действует только на )(xP , но не на 

)(zR . 

 
Теорема. Для любой формулы исчисления предикатов существует логически 
эквивалентная ей формула в предваренной форме. 
Доказательство. Для того чтобы привести формулу к предваренной форме, 
используют следующие шаги: 

 Исключают импликации. 
 Для внесения   внутрь скобок применяют законы де Моргана и закон 

двойного отрицания. 
 Для переноса кванторов применяют законы дистрибутивности, законы 

ограничения действия кванторов и равносильности с переименованием 
кванторов ( 21,QQ  – кванторы существования или всеобщности) 

))(&)()()(()()(&)()( 2121 zRxPzQxQxRxQxPxQ   

))()()()(()()()()( 2121 zRxPzQxQxRxQxPxQ  . 

 
Пример. Рассмотрим построение предваренной формы для формулы 

)()( xxRxxP  . 

 )()()())(()()( xxRxPxxxRxxPxxRxxP  

))()(()()( zRxPzxzzRxPx   

Пример. Привести формулу к предваренной форме. 

)),()),((()),(( yxQyxxPyyxyQx  . 

Для построения предварённой нормальной формы выполним следующие дей-
ствия:  
Шаг 1. Переименуем связанные переменные, свободные переменные yx,  не 

меняют своих имен. 
)),()),((()),(( yxQtssPtvuvQu 

. 
Шаг 2. Исключим всюду логические операции импликации: 

),(),(),()),()),((()),(( yxQtssPtvuvQuyxQtssPtvuvQu   

Шаг 3. Продвинем отрицания до элементарной формулы по законам де Морга-
на:  

),(),(),(),(),(),( yxQtsPstvuQvuyxQtssPtvuvQu   

Шаг 4. Вынесем кванторы влево, используя несколько раз законы ограничения 
действия кванторов.   

)),(),(),((

)),(),(),(())),(),((),((

)))),(),((),((())),(),((),((

)),(),(),((),(),(),(

yxQtsPvuQstvu

yxQtsPsvuQtvuyxQtsPstvuQvu

yxQtsPstvuQvuyxQtsPstvuQvu

yxQtsPstvuQvuyxQtsPstvuQvu









 

Получена равносильная формула, в которой все кванторы вынесены в начало 
формулы и действуют на бескванторную часть формулы. 



28 
 

Значение формулы определено лишь тогда, когда задана какая-нибудь 
интерпретация входящих в нее символов. Под интерпретацией (моделью) бу-
дем понимать предметную область   с определенными на ней n -арными пре-
дикатами.  

Формула F  выполнима в данной модели, если существует набор 
),...,,( 21 naaa , ia , значений свободных переменных nxxx ,...,, 21  формулы F  

такой, что ),...,,( 21 naaaF  принимает истинное значение. 

Формула F  выполнима (в логике предикатов), если существует модель, в 
которой F  выполнима. 

Формула F  истинна в данной модели, если она принимает истинное зна-
чение на любом наборе ),...,,( 21 naaa , ia , значений своих свободных пере-

менных nxxx ,...,, 21 . 

Формула F  общезначима или (тождественно истинна в логике преди-
катов), если она истинна в любой интерпретации. 
Пример. На множестве целых чисел определен предикат ""),( yxyxP  . То-

гда поскольку при любом  значении свободной переменной y эта формула ис-

тинна, то формула ),( yxxP  выполнима в этой модели и выполнима вообще. 

Кроме того, формула ),( yxxP  истинна в указанной модели, но не является 

общезначимой. Так как существует модель (на множестве целых чисел преди-
кат ),( yxP всюду ложный), в которой формула ),( yxxP  не является истинной.  

Пример. Очевидно, что формула )),(),(( yxPyxPx   истинна в любой интер-

претации при любом наборе значений переменных, т.е. эта формула общезна-
чима. 
 
Теорема. (Теорема Гёделя о полноте исчисления предикатов.) Формула дока-
зуема в исчислении предикатов тогда и только тогда, когда формула об-
щезначима.  

Метод резолюций для проверки выводимости формул в логических ис-
числениях, предложенный в 1965 г. А. Робинсоном, используется во многих 
системах логического программирования. Метод резолюций работает с особой 
стандартной формой формул, которые называются предложениями. Предложе-
ние – это бескванторная дизъюнкция предикатных символов и (или) их отри-
цаний (литералов). Любая формула ИП может быть преобразована во множе-
ство предложений, используя следующие шаги: 

 Приведение к предваренной форме с использованием равносильных пре-
образований. 

 Элиминация кванторов существования с использованием преобразований 
(неравносильных) 

),...,,(...),...,,(... 22221221 nnnnnn xxaFxQxQxxxFxQxQx   

),...,),,...,(,,...,,(......

),...,,...,,(......

1111211111

211111

niiinniii

ninniiii

xxxxfxxxFxQxQxx

xxxxFxQxQxxx








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где a  – новая предметная константа, f  – новый функциональный сим-

вол, nQQ ,...,2  – кванторы существования или всеобщности (или отсут-

ствие квантора) по соответствующим переменным. После этого этапа 
формула может содержать только кванторы всеобщности. Такой вид 
формул называется скулемовская стандартная форма. 

 Элиминация кванторов всеобщности с использованием преобразования 
(неравносильного) 

)()( xAxxA   

После этого шага формула не содержит кванторов. 
 Приведение к конъюнктивной нормальной форме и элиминация конъ-

юнкций. После этого получается множество предложений. 
 
Пример. Преобразовать во множество предложений формулу  

))),(&)(()(( yxDyEyxPx   

 ))),(&)(()(())),(&)(()(( yxDyEyxPxyxDyEyxPx  

 )))(,(&))(()(()),(&)()(( xfxDxfExPxyxDyExPyx  

 )))(,(&)((&)))(()(())(,(&))(()( xfxDxPxfExPxfxDxfExP

))}(,()()),(()({ xfxDxPxfExP   

 
В целом метод резолюций для предикатов похож на метод резолюций 

для исчисления высказываний, хотя и имеет свои особенности. При рассмотре-
нии метода резолюций для исчисления высказываний особое внимание уделя-
лось поиску контрарных пар во множестве предложений. В логике предикатов 
этот поиск заметно усложняется, поскольку в формулы входят предметные пе-
ременные.  
 
Пример. Рассмотрим особенности поиска контрарных пар на примере. Пусть 
имеется два предложения 1C  и 2C  ( QRP ,,  – предикаты, определенные на не-

которой предметной области) 
)()(1 yRyPC  , 

)())((2 xQxfPC  . 

Не существует ни одного литерала в 1C  контрарного какому-либо литералу в 

2C . Однако если подставить терм )(af  вместо y  в предложении 1C  и терм a  – 

вместо x  в 2C , то получим предложения 1C  и 2C , в которых уже существуют 

контрарные литералы ))}(()),(({ afPafP   

))(())((1 afRafPC  , 

)())((2 aQafPC  . 

Новые предложения уже можно резольвировать и получить резольвенту 
))(()(3 afRaQC  . Таким образом, для получения резольвент из предложе-

ний в логике предикатов необходимо не только отыскать контрарные преди-
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катные символы, но и выполнить подстановки соответствующих термов вместо 
переменных для получения контрарных пар. 

Пусть X  – множество предметных переменных из   и T  – множество 
термов над переменными из X . Подстановкой называется отображение 

TX : . Подстановка   называется конечной, если xx )(  лишь для ко-

нечного числа элементов Xx . Подстановка, не имеющая элементов, называ-
ется тождественной. Подстановку будем обозначать как множество пар 

},...,{ 11 kk txtx  , где kxx ,...,1  – переменные, ktt ,...,1  – термы. 

Пусть имеются две подстановки },...,{ 11 kk txtx   и 

},...,{ 11 nk pypy  . Произведением подстановок   и   называется под-

становка   , полученная из множества 
},...,),(),...,({ 1111 nnkk pypytxtx    отбрасыванием всех элементов, 

имеющих вид )( jj tx  , для которых jj xt )(  и всех элементов jj py   та-

ких, что },...,{ 1 kj xxy  .  

Пусть имеется две конечные последовательности термов ),...,( 1 ktt  и 

),...,( 1 kpp . Унификатором двух последовательностей термов называется под-

становка   такая, что )()(),...,()( 11 kk ptpt   . 

Следующий рекурсивный алгоритм выясняет, унифицируемы ли два 
терма S   и  T : 

 Если термы S  и T  – константы, то S  и T  унифицируемы тогда и только 
тогда, когда они являются одной и той же предметной константой. 

 Если терм S  является  переменной, а T  – произвольным термом, то тер-
мы S   и  T   унифицируемы и }{ TS  .  Если терм T  является  пере-

менной, а S  – произвольным термом, то термы S  и T  унифицируемы и 
}{ ST  . 

 В остальных случаях термы S  и T  унифицируемы тогда и только тогда, 
когда S  и T  имеют одинаковый главный функциональный символ и все 
их соответствующие компоненты (подтермы) унифицируемы. 

 
Пример. Рассмотрим теперь правило резолюции, т.е. правило вывода, которое 
используется в методе резолюций. Пусть A  и B  – два предложения в исчисле-
нии предикатов, причем 11 APA   и 12 BPB  , где 1P  и 2P  унифицируе-

мые с помощью унификатора   контрарные литералы. Правило вывода  

R
BA

BA

)(

,

11 
 называется правилом резолюции в исчислении предикатов. В этом 

случае резольвентой предложений A  и B  является предложение )( 11 BA  , 

полученное из предложения 11 BA   применением унификатора  . 

Пусть нужно установить выводимость ├ F  в ИП методом резолюций. 
Воспользуемся доказательством от противного и будем доказывать выводи-
мость F, ├  .  Для этого каждая формула множества   и формула F  

независимо преобразуются во множества предложений. В полученном сово-
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купном множестве предложений отыскиваются резольвируемые предложения, 
к ним применяется правило резолюции в ИП и резольвента добавляется во 
множество и т.д. При этом возможны три случая: 

 Среди текущего множества предложений нет резольвируемых. 
Это означает, что теорема опровергнута, т.е. формула F  не выво-
дима из множества формул  . 

 В результате очередного применения правила резолюции получе-
но пустое предложение. Это означает, что теорема доказана, т.е. 
├ F . 

 Процесс не заканчивается, т.е. множество предложений пополня-
ется все новыми резольвентами, среди которых нет пустых. Это 
ничего не означает. 

Таким образом, ИП является полуразрешимой теорией, а метод резолюций яв-
ляется частичным алгоритмом автоматического доказательства теорем, т.е. ме-
тод резолюций позволяет однозначно определить общезначимость формулы, 
но остальных случаях метод резолюций не всегда дает определенный резуль-
тат.  
 
Пример. Покажем выводимость формулы ),(),( yxxFyyxyFx   методом 

резолюций. Возьмем отрицание этой формулы и преобразуем во множество 
предложений. Сначала необходимо привести формулу к предваренной форме. 
Для этого заменяются импликации и внешние отрицания переносятся к преди-
катным символам. 

 )),()),((()),(),(( yxxFyyxyFxyxxFyyxyFx  
)),((&),()),((&),( yxFxyyxyFxyxxFyyxyFx   

Далее  одноименные связанные переменные переименовываются и кван-
торы переносятся в начало формулы 

 )),((&),( yxFxyyxyFx )),(&),(( 1111 yxFyxFxxyy   

После получения предваренной формы из формулы необходимо удалить 
кванторы. Сначала слева направо элиминируются кванторы существования, за-
тем кванторы всеобщности. Самый левый квантор существования в формуле 
по переменной 1y , и поскольку левее находится квантор всеобщности по пере-

менной y , то при удалении  из формулы квантора существования переменная 

1y  заменяется на терм от переменной y  (преобразования теперь не равносиль-

ные). 
)))(,(&),(()),(&),(( 111111 yfxFyxFxxyyxFyxFxxyy   

Далее двигаясь по префиксу слева направо, удаляются все имеющиеся 
кванторы существования. Следующий квантор существования навешан по пе-
ременной 1x  и левее его находятся  кванторы всеобщности по переменным yx, , 

поэтому при удалении из формулы квантора существования по переменной 1x , 

переменная 1x  заменяется на терм от переменных yx,   
)))(,(&),(( 11 yfxFyxFxxy  )))(),,((&),(( yfyxgFyxFxy   
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Кванторы всеобщности из формулы удаляются без дополнительных пре-
образований. 

)))(),,((&),(( yfyxgFyxFxy  ))(),,((&),( yfyxgFyxF   

Полученную бескванторную формулу необходимо представить как 
конъюнкцию дизъюнкций предикатных символов. После удаления конъюнк-
ций формула распадается на предложения 

))(),,((&),( yfyxgFyxF  ))}(),,((),,({ yfyxgFyxF   

Резольвируем полученное множество предложений, в правой колонке указаны 
унификаторы для правила резолюции 

1 ),( yxF  ),( bagx  , )(bfy   

2 ))(),,(( yfyxgF  ax  , by   

3  ПР из 1,2  
Ответ: выводимость установлена. 
 
Пример. Проверить правильность рассуждения: 

Всякий, кто может решить эту задачу, – математик.  
Ни один математик не может решить эту задачу.  
Значит, она неразрешима. 

 
Определим на множестве людей следующие предикаты: 

)(xR = «х  может решить эту задачу» 

)(xM = «х математик». 

Тогда фразы можно записать в логической символике следующим образом: 
))()(( xMxRx   

)))()((( xRxMx   

))(( xxR  

или 
))()(( xMxRx  , )))()((( xRxMx   ├ ))(( xxR . 

 
Проверим данную выводимость методом резолюций. Преобразуем во множе-
ство предложений гипотезы и отрицание целевой формулы. Полученное мно-
жество предложений )}(),(),(),()({ aRxMxRxMxR   резольвируется до по-

лучения пустой формулы.  
Ответ: рассуждение правильное. 
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Задача 8 

 
Построить машину Тьюринга для вычисления арифметической функции 

),( yxf . Внешний алфавит состоит только из 0 и 1, 0 – пустой символ. По-

яснения по построению программы для МТ обязательны. Проверить рабо-
ту машины Тьюринга для конкретных значений x, y  и нарисовать граф, 
соответствующий построенной МТ.  

 
Варианты 

Вариант 1. yxyxf 62),(   

Вариант 2. yyxyxf  )(),(  (используется усеченная разность) 

Вариант 3. ||2),( xyxyxf   

Вариант 4. 









5,1

,5,
),(

yx

yx
yxf  

Вариант 5. 









xyx

xyy
yxf

,4

,,
),(  

Вариант 6. 
















иначе ,1

7,4

,6,3

),(

x

y

y

yxf  

Вариант 7. 









иначе ,1

62 ,3
),(

x

y
yxf  

Вариант 8. 2mod)(),( yxyxf   

Вариант 9. yxyyxf  )(),(  (используется усеченная разность) 

Вариант 10. |3|),( xyxyxf   

Вариант 11. 
















иначе ,1

7,2

,6,3

),(

x

y

y

yxf  

Вариант 12. 









иначе ,

83 ,5
),(

yx

x
yxf (используется усеченная разность) 

Вариант 13. 









5,1

,5,2
),(

yx

yx
yxf  

Вариант 14. 









xyy

xyx
yxf

,3

,,3
),(  

Вариант 15. |5|2),( xyyyxf   

Вариант 16. 









5,2

,5,
),(

yx

yx
yxf  

Вариант 17. 









xyx

xyx
yxf

,1

,,6
),(  
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Вариант 18. 
















иначе ,1

7,5

,3,

),(

x

y

yyx

yxf  

Вариант 19. ||2),( xyxyxf   

Вариант 20. 
















иначе ,13

7,4

,6,

),(

x

y

yx

yxf  

Вариант 21. 









иначе ,13

83 ,5
),(

x

y
yxf  (используется усеченная разность) 

Вариант 22. 









5,1

,5,
),(

yx

yyx
yxf  

Вариант 23. 









иначе ,1

84 ,5
),(

x

yx
yxf  (используется усеченная разность) 

Вариант 24. 









xyyx

xyx
yxf

,

,,
),(  

Вариант 25. 









5,15

,5,
),(

yx

yx
yxf  

 
 

Необходимый теоретический материал 
 
Под одноленточной машиной Тьюринга понимают такое кибернетиче-

ское устройство, которое состоит из следующих элементов: 
 бесконечной ленты, разделенной на ячейки, которая используется для 

ввода и вывода данных, а также для записи промежуточных результатов. На 
ленте могут записываться буквы некоторого алфавита },...,,{ 10 maaaA   (внеш-

ний алфавит машины Тьюринга). Удобно считать, что пустые ячейки на самом 
деле содержат некоторую букву алфавита A  (будем считать для определенно-
сти, что пустой – символ это буква 0a ); 

 управляющей головки, способной читать символы, содержащиеся в 
ячейках ленты, писать символы в эти ячейки и оставаться на месте или пере-
двигаться на одну ячейку вправо или влево; 

 выделенной ячейки памяти, содержащей символ конечного алфавита, 
задающий состояние машины Тьюринга. Головка может находиться в одном из 
состояний },...,,{ 10 nqqqQ   (внутренний алфавит машины Тьюринга; 

 механического устройства управления, обеспечивающего перемеще-
ние головки относительно ленты; 

 функциональной схемы – области памяти, содержащей команды (про-
грамму) машины Тьюринга, доступной только для чтения. 

Обычно машина Тьюринга схематично изображается так:  
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Рис. 1. Схематичное представление машины Тьюринга 

 

Поскольку бесконечную ленту физически представить затруднительно, 
то обычно предполагается, что она конечная и разбита на конечное число яче-
ек. В процессе работы к существующим ячейкам машина может пристраивать 
новые ячейки, так что лента может считаться потенциально неограниченной в 
обе стороны. Все вновь пристраиваемые  ячейки пристраиваются пустыми. 

Управляющая головка – это некоторое устройство, которое может пере-
мещаться вдоль ленты так, что в каждый рассматриваемый момент времени 
оно находится в определенной ячейке ленты. Если какая-нибудь ячейка нахо-
дится в управляющей головке, то говорят также, что машина в данный момент 
«воспринимает» или «обозревает» эту ячейку. 

Внутренняя память машины – это некоторое устройство, которое в каж-
дый рассматриваемый момент находится в некотором «состоянии». Предпола-
гается, что число возможных состояний внутренней памяти конечное и для 
каждой машины фиксированное. Состояние внутренней памяти мы будем обо-
значать символами алфавита },...,,{ 10 nqqqQ   или любыми другими символа-

ми, не входящими во внешний алфавит машины. Совокупность символов, обо-
значающих состояния внутренней памяти, называется внутренним алфавитом 
машины. Состояния внутренней памяти часто называют внутренними состоя-
ниями машины. Одно из этих состояний называется начальным, с него начина-
ет работу любая машина. Обозначим это состояние 1q . В заключительном со-

стоянии 0q  машина Тьюринга завершает работу, т.е. если в какой-то момент 

времени внутренняя память машины приходит в заключительное состояние 0q , 

то дальнейших изменений в машине не происходит и машина называется оста-
новившейся. Может случиться, что в машине не будет происходить никаких 
изменений и при каком-то другом внутреннем состоянии  iq . Однако в этом 

случае мы будем говорить, что машина продолжает работать «вечно». 
Предполагается, что машина снабжена особым механизмом, который в 

зависимости от состояния воспринимаемой ячейки и состояния внутренней 
памяти может изменить состояние внутренней памяти и одновременно изме-
нить состояние воспринимаемой ячейки и сдвинуть управляющую головку в 
соседнюю ячейку. В частном случае состояние воспринимаемой ячейки и/или 
состояние внутренней памяти  могут оставаться неизменными, а управляющая 
головка – неподвижной. Если управляющая головка находится в самой правой 
ячейке и по ходу работы машина должна сдвинуть управляющую головку в со-
седнюю справа (отсутствующую) ячейку, то предполагается, что, сдвигая го-
ловку, машина одновременно пристроит недостающую ячейку в пустом состо-
янии. Аналогично работает машина и в случае, когда головка воспринимает 

aj1 aj2  ajk   ajr 

qj 
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самую левую ячейку и по ходу выполнения программы машине надо сдвинуть 
головку еще левее. 

Работа машины состоит в том, что она из текущего состояния по истече-
нии одного такта работы механического устройства переходит в следующее 
состояние, затем от нового состояния по истечении такта работы переходит к 
новому состоянию и т.д. Таким образом, если машина, имея внутреннее состо-
яние iq  и воспринимая ячейку ленты с символом ja , переводит внутреннюю 

память в состояние rq  и одновременно содержимое воспринимаемой ячейки 

заменяет символом  sa , а управляющая головка остается на месте (H), сдвинет-

ся на одну ячейку вправо (R)  или влево (L), то говорят, что машина выполняет 
одну из команд: 

rsji Hqaaq  , 

rsji Rqaaq  , 

rsji Lqaaq  . 

Совокупность всех команд, которые может выполнять машина, называ-
ется ее программой. Так как работа машины по условию целиком определяется 
состоянием в данный момент ее внутренней памяти iq  и состоянием воспри-

нимаемой ячейки ja , то для каждой пары jiaq  ( ni ,...1 , mj ,...,1 ), программа 

машины должна содержать одну и только одну команду, начинающуюся сло-
вом jiaq . Таким образом, программа машины с внешними символами 

},...,,{ 10 maaa  и внутренними состояниями },...,,{ 10 nqqq  может содержать мак-

симум )1)(1(  mn  команд. 

Текущее состояние машины Тьюринга, или конфигурация, – это полная 
информация о внутреннем состоянии машины, содержимом ячеек ленты и ячей-
ке, которую обозревает головка машины. Конфигурация машины может быть 
записана в виде слова yxqi , где x  и y  – слова, записанные на ленте, причем:  

 левее слова x  и правее слова y  все ячейки содержат пустой символ;  

 головка машины обозревает ячейку, которая находится сразу после 
слова x ; 

 первая буква слова y  записана в ячейке ленты, обозреваемой голов-

кой машины; 
 iq  – состояние машины на данном шаге. 

На рисунке определение конфигурации можно продемонстрировать сле-
дующим образом: 

 
 
 

 
 
 

Рис. 2. Текущая конфигурация машины Тьюринга 

a0 a0 a0             a0 a0 a0 a0 

qi 

x y 
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Конфигурация с начальным состоянием головки называется начальной, с 
заключительным состоянием – заключительной. Переход за один такт работы 
МТ из конфигурации 11 yqx i  в конфигурацию 22 yqx j  будем обозначать так: 

11 yqx i   22 yqx j . 

Если переход из одной конфигурации в другую осуществляется более 
чем за один шаг, то это будем обозначать таким образом: 

11 yqx i  22 yqx j . 

Действия МТ весьма разнообразны и зависят не только от программы, но 
и от начальной записи на ленте и начального положения головки. Любые дей-
ствия машины можно назвать вычислениями. 

Вычисления, производимые МТ в алфавите A , называются правильными, 
если выполняются следующие условия 

 В начальный момент машина находится в состоянии q1, а на ленте 
записано некоторое слово W в алфавите А и все ячейки ленты, не 
содержащие слово W, содержат пустой символ. Головка машины 
обозревает ячейку с первой буквой слова W. 

 
 
 

 
 

 
 

Рис. 3. Головка машины установлена на первом символе слова W 
 
 При переходе МТ в заключительное состояние q0 все ячейки левее 

головки содержат пустой символ. Головка находится над самой ле-
вой среди ячеек, не содержащей пустой символ (если такие имеют-
ся). 

Результатом правильных вычислений МТ считается: 
 Пустое слово, если ячейки ленты не содержат непустых символов. 
 Слово, первая буква которого находится в ячейке, обозреваемого 

головкой, а последняя отлична от пустого символа и такая, что все 
буквы на ленте являются пустыми символами. 

 
Пример. Построить МТ, которая осуществляет переход:  

0 q1  1
n ⇒01n q0  0. 

Нетрудно понять, что внешний алфавит для такой МТ достаточно взять двух-
символьный А={0,1}, причем пустым символом будет 0. 
Действия МТ  в данном случае сводятся к переходу к первому нулю после по-
следовательности единиц и остановке. 
Программа МТ для перехода: 

a0 a0 a0        a0 a0 a0 a0 

q
1

W 
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q100Hq0 
q111Rq2 
q211Rq2 
q200Hq0. 

 
Удобно представлять программу МТ в виде таблицы, строки которой помече-
ны символами внешнего алфавита МТ, а столбцы – символами внутреннего 
алфавита МТ. Если МТ имеет команду qi ai→as H qb , то в ячейке на пересече-
нии строки ai  и столбца qi  находится выражение as H qb. Заполним таблицу, 
которая соответствует данной МТ. 
 

 q1 q2 

0 0Hq0 0Hq0 

1 1Rq2 1Rq2 

 
Приведем пошаговое исполнение программы для начальной конфигурации при 
n=3: 
0 q1  1 1 1 0 0 1 q21 10  0 1 1 q21 0 0 1 1 1 q20 0 1 1 1  q0  0  
 
Пример. Построим МТ, которая работает следующим образом (x,у 1): 
 
 
 
Внешний алфавит для такой МТ достаточно взять двухсимвольный А={0,1}, 
причем пустым символом будет 0. Будем удалять из каждой группы единиц по 
одной единице до тех пор, пока одна из групп не станет пустой, причем из пер-
вой группы будем удалять из начала, а из второй – из конца. Тогда если пустой 
стала первая группа единиц, то x<y и необходимо обнулить все оставшиеся 
единицы и остановиться в заключительном состоянии. Если пустой стала вто-
рая группа единиц, то xу и необходимо обнулить все оставшиеся единицы, 
поставить одну единицу и остановиться в заключительном состоянии. Про-
грамма такой МТ имеет следующий вид:  

q110Rq2 Удаляем 1 из начала первой группы. 

q211q2R Проходим через первую группу единиц вправо. 

q200q3R Проходим через разделяющий 0 вправо. 

q311q3R Проходим через вторую группу единиц вправо. 

q300q4L Устанавливаем головку на конец второй группы единиц. 

q410q5L Удаляем 1 из конца второй группы. 

q511q5L Проходим через вторую группу единиц влево. 

q500q6L Проходим через разделяющий 0 влево.  

q611q6L Проходим через первую группу единиц влево. 

q600q1R Устанавливаем головку на начало первой группы единиц 

q11
x01y 

0q0 10, если xу 
0q0 0, если x<y 
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и повторяем все действия. 
q100q8R Если первая группа закончилась, удаляем оставшиеся 

единицы. 
q810q8R Проходим через вторую группу единиц вправо, заменяя 1 

на 0. 
q800q8H Остановка. 

q400q7L Если вторая группа закончилась, удаляем оставшиеся 
единицы. 

q710q7L Проходим через первую группу единиц влево, заменяя 1 
на 0. 

q701q0H Остановка на ячейке с единицей. 
  
Приведем пошаговое исполнение программы для начальной конфигурации при 
х=3, у=2: 
0 q1  1 1 1 0 1 1 00 0 q2  1 1 0 1 1 0 0 0 1 q2  1 0 1 1 00 0 1 1 q2  0 1 1 0  
 00 1 1 0 q3  1 1 0  00 1 1 0 1 q3  1 0 0 0 1 1 0 1 1 q3  00 0 1 1 0 1 q4 1  0  
00 1 1 0 q5 1  0 0 0 1 1 q5 0 1 0 0 0 1 q6  1 0 1 0 0 0 q6 1 1 0 1 0  
0q6 0 1 1 0 1 0 00 q11 1 0 1 0  0 q2 1 0 1 0 0 1 q2 0 1 0   
0 1 0 q3 1 0 0 1 0 1 q30  0 1 0 q4 1 0 0 1 q50 0 0  0 q61 0 0 0  
 0 q61 0 0 00q60 1 0 0 0 0 q11 0 0 0 0 q2 0 0 0 
 0 q3 0 0 0  0 q4 0 0 0  0 q7 0 0 0 0 q0 1 0 0  

Далее будем применять МТ для правильного вычисления арифметиче-
ских функций NNf : , т.е. функций, определенных на множестве неотрица-

тельных целых чисел, со значениями во множестве неотрицательных целых 
чисел. Для вычисления арифметических функций на машине Тьюринге с дво-
ичным внешним алфавитом аргумент функции  x   представлен на ленте в виде 
последовательности 1x  единиц. Если функция зависит от нескольких аргу-
ментов, то аргументы последовательно записаны  группами единиц, разделен-
ные 0. 

Правильным вычислением арифметической  функции )(xf  на МТ будем 

называть правильные вычисления, производимые МТ в алфавите А ={0,1} при 
переходе от конфигурации 0 q1  1

x+10 к конфигурации 0 q0 1
f(x)+10. 

 
Пример. Вычислим функцию 0)( xO . Чтобы реализовать вычисление этой 

функции на МТ, необходимо осуществить переход 0 q1  1
x+10 ⇒0 q0 10. Очевид-

но, что действия МТ сводятся к последовательной замене всех единиц на ленте 
нулями. 
Программа вычислений: 
 

 q1 q2 

0  1Hq0 

1 0Rq2 0Rq2 
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Пример. Вычислим функцию 1)(  xxS . Чтобы реализовать вычисление этой 

функции на МТ, необходимо осуществить переход 0 q1  1
x+10 ⇒0 q0 1

(x+1)+10.  

Для вычисления этой функции достаточно приписать слева одну единицу к по-
следовательности единиц на ленте. Программа вычислений приведена в таблице: 
 

 q1 q2 

0  1Hq0 

1 1Lq2  

 
Пример. Построить машину Тьюринга для вычисления функции  ))(()( xOSxC  . 

Искомую машину будем строить как суперпозицию машин, вычисляющих 
функции 0)( xO и 1)(  xxS . 

Конструкция суперпозиции машин Тьюринга состоит в следующем. 
Пусть имеются две машины Т1 и Т2, которые вычисляют функции )(1 xf  и )(2 xf  

соответственно в одном и том же алфавите. Построим новую машину Тьюрин-
га Т следующим образом. Состояния машины Т2 переобозначим (с помощью 
верхнего индекса) так, чтобы они отличались от состояний Т1. Начальное со-
стояние q1

1 машины Т1 объявляем начальным состоянием q1 новой машины Т, а 
заключительное состояние q0

2 машины Т2 – заключительным состоянием q0  
для машины Т. Заключительное состояние q0

1 машины Т1  и начальное состоя-
ние q1

2 машины Т2 отождествляются. Полученные команды для обеих машин 
объединяются  в одну программу новой машины. Построенная машина Т вы-
числяет суперпозицию функций ))(()( 12 xffxf   и называется суперпозицией 

машин Т1 и Т2. 
Применим эту конструкцию для вычисления функции ))(()( xOSxC  . 

Объединим множества внутренних состояний и программы машин Тьюринга, 
которые были ранее построены для вычисления функций 0)( xO и 1)(  xxS .  

В результате из двух таблиц  
 

 q1 q2   q1 q2 

0  1Hq0  0  1Hq0 

1 0Rq2 0Rq2  1 1Lq2  

 
получим одну 
 

 q1 q2 
1 q0 

1 q2
2 

0  1H q0
1  1Hq0 

1 0R q2 
1 

0R q2 
1 1L q2

2  
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Таким образом, построенная машина будет сначала вычислять )(xO , по 

окончании вычислений головка МТ остановится на самой левой единице ре-
зультата. А затем продолжит вычисление функции )(xS . 

Пример. Построить МТ для вычисления функции 









1,1

1,0
)(

xx

x
xf  

Ранее были построены МТ для вычисления функций 0)( xO и 1)(  xxS . Не-

трудно видеть, что исходная функция  )(xf – это функция )(xO , если x>1 и 

функция )(xS  в противном случае. Таким образом, сначала МТ необходимо  

определить, сколько единиц находится на ленте, и в зависимости от этого пе-
реходить к вычислению функций )(xO или )(xS . Для определения количества 

единиц на ленте будем сдвигаться по ленте вправо и на каждом сдвиге менять 
состояние МТ. Если обнаружили больше двух единиц, необходимо вернуться 
назад, на начало последовательности единиц, и применить МТ для вычисления 
функции )(xO . Если обнаружили две или одну единицу, то устанавливаем го-

ловку на начале последовательности единиц и применяем МТ для вычисления 
функции )(xS . Внутренние состояния машин для вычисления функций )(xO и 

)(xS  пометим буквами O и S соответственно. Заключительные состояния этих 

машин отождествим: 
q111Rq2  
q211Rq3  На ленте больше одной единицы 
q311Lq4  На ленте больше двух единиц 
q411Lq4   
Сдвигаемся обратно на начало последовательности 
q400RqО1 Начинаем вычисление функции O(x) 
q200LqS1 На ленте одна единица, начинаем вычисление S(x) 
q300Lq5  
На ленте две единицы, переходим на начало последовательности 
q511Lq5  
q500RqS1 Начинаем вычисление S(x) 

 
Пример. Построить МТ для вычисления функции yxyxg ),( . 

Чтобы правильно вычислить данную функцию, необходимо построить 
МТ, которая переводит конфигурацию 0q1 1

x+101y+1 в конфигурацию 0 q0 1
x+y+10 

Порядок действий для МТ можно выбрать такой. Сначала происходит движе-
ние головки вправо до появления на ленте нуля. Этот нуль разделяет аргумен-
ты на ленте. Поставим в эту ячейку вместо нуля единицу и вернемся к началу 
последовательности единиц. Заменим первые две единицы нулями. Тогда на 
ленте останется 1 yx  единиц. Набор команд для такой МТ: 

q111Rq2  
q211Rq2  
q201Lq3 
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q311Lq3   
q300Rq4 
q410Rq5 
q510Rq0  

Программу МТ можно изобразить в виде ориентированного графа, вершинами 
которого являются внутренние состояния МТ, а дуги помечены тройками из 
символов внешнего алфавита и символов из множества },,{ HRL . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 4. Граф машины Тьюринга 

 
Проверим работу МТ для конкретных значений переменных 2,3  yx  

Последовательно применим команды МТ для данной конфигурации: 
0 q1  11110111  0 q21110111  011q2110111  0111q210111  01111q20111  
 0111q311111  011q3111111  01q31111111  0q311111111  
 0q3011111111  0q411111111  00q51111111  000q0111111 

Таким образом, головка МТ остановилась в заключительном состоянии 
на самой левой единице последовательности из 6 (3+2+1) единиц. Функция вы-
числена правильно.  
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