
Часть 5 

ОСНОВЫ РАСЧЕТА НА УСТОЙЧИВОСТЬ И КОЛЕБАНИЯ 

Гл а в а  1 0  
УСТОЙЧИВОСТЬ ПЛОСКИХ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ 

10.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ РАСЧЕТА 

Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñòðî­
èòåëüíîé êîíñòðóêöèè ïðîÿâëÿåòñÿ â íåîäíîçíà÷íîñòè ôîðìû èõ ðàâ­
íîâåñèÿ ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè, êîòîðàÿ ïîëó÷èëà íåçíà÷èòåëüíîå 
(ñêîëü óãîäíî ìàëîå) ïðèðàùåíèå âåëè÷èíû. Íèæå áóäóò èññëåäîâàòü­
ñÿ ôîðìû ðàâíîâåñèÿ, ñîïðîâîæäàþùèåñÿ ïîÿâëåíèåì ìàëûõ (â ñðàâ­
íåíèè ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè) ïîïåðå÷íûõ ïåðåìåùåíèé îñè êîíñò­
ðóêòèâíîãî ñòåðæíåâîãî ýëåìåíòà âñëåäñòâèå èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû ïðî­
äîëüíîé ñèëû ïðè ñîõðàíåíèè åå íàïðàâëåíèÿ («ìåðòâàÿ» íàãðóçêà). 
Òàêîé êëàññ çàäà÷ ïîëó÷èë íàçâàíèå ïðîäîëüíîãî èçãèáà. 

Çàäà÷åé ðàñ÷åòà â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ ïðî­
äîëüíîé íàãðóçêè, ïðè êîòîðîì ïîÿâëÿþòñÿ ïîïåðå÷íûå ïåðåìåùåíèÿ ìè­
íèìàëüíîé âåëè÷èíû. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàãðóçêà ïîëó÷èëà íàçâàíèå êðè­
òè÷åñêîé. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèå âîïðîñà î òîì, êàêîé èìåííî 
ñòåðæíåâîé ýëåìåíò ïîòåðÿë óñòîé÷èâîñòü. Ïîñêîëüêó òàêîé êîíñòðóêòèâ­
íûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ «ñëàáûì ìåñòîì» êîíñòðóêöèè â öåëîì. 

Íà ðèñ. 10.1 ïðèâåäåíà ðàñ÷åò­
íàÿ ñõåìà ðàìû (ÇÐÑ), êîòîðàÿ íàãðó­
æåíà óçëîâîé íàãðóçêîé â âèäå ñîñðå­
äîòî÷åííûõ ñèë. 

Äëÿ ýòîé ðàñ÷åòíîé ñõåìû òðå­
áóåòñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèå êðèòè÷åñ­

êîé íàãðóçêè Pêð  è ïîñòðîèòü ôîðìó 
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3a
3a

 

4a 4a 

EJ 

2EJ 
EJ 

2EJ 

1 2 3

4

5

ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè (ôîðìó ñìåæ­
íîãî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, âîçíèêàþ­
ùóþ ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè çà ñ÷åò Ðèñ. 10.1 
ïîïåðå÷íûõ ïåðåìåùåíèé). 

Ðåøåíèå çàäà÷è ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîâîäèòü â òðè ýòàïà: 1) îöåíèòü 
çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ñïîñîáîì ýêâèâàëåíòíîãî ñòåðæíÿ; 
2) ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ìåòîäîì ïåðåìåùåíèé äëÿ 
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ñæàòî-èçîãíóòûõ ñòåðæíåé; 3) óòî÷íèòü ðåøåíèå íà ÝÂÌ ñ èñïîëüçîâà­
íèåì ïðîãðàììû ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïåðåìåùåíèé. 

10. 2. ОЦЕНКА ЗНАЧЕНИЯ КРИТИЧЕСКОЙ НАГРУЗКИ
 СПОСОБОМ ЭКВИВАЛЕНТНОГО СТЕРЖНЯ 

Èäåÿ ñïîñîáà îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè îáîáùåííîé ôîðìóëû Ýé­
ëåðà, ãåíåðèðóþùåé çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû äëÿ îäíîïðîëåòíûõ 
ñòåðæíåé, êîòîðûå îïèðàþòñÿ íà ñèñòåìó àáñîëþòíî æåñòêèõ îïîðíûõ 
ñòåðæíåé, îáðàçóþùèõ ñòàíäàðòíûå ñïîñîáû îïèðàíèÿ. Ôîðìóëà èìå­
åò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå: 

F Fπ I 
2 2F π I G HG μ 

I
KJ J

2 

Fv I π PêðPê
ù 
ð
. .î = EJ = EJ = êð EJ ⇒ vêð = = l ,

l μHG μ lKJ GGG l 
JJJ HG KJ EJ 

H K 
ãäå μ  – êîýôôèöèåíò ñâîáîäíîé äëèíû ñòåðæíÿ â ñìåæíîì ñîñòîÿíèè 
ðàâíîâåñèÿ. Ýòîò êîýôôèöèåíò ïîêàçûâàåò, êàêóþ ÷àñòü íà÷àëüíîé äëèíû 
ñòåðæíÿ çàíèìàåò òàê íàçûâàåìàÿ «ïîëóâîëíà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè» 
îñè ñòåðæíÿ, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî â åå êîíöåâûõ òî÷êàõ 
èçãèáàþùèé ìîìåíò ðàâåí íóëþ, à â ñðåäíåé òî÷êå ïîïåðå÷íîå ïåðåìå­
ùåíèå äîñòèãàåò ìàêñèìóìà. Ôîðìóëà îõâàòûâàåò âñå âîçìîæíûå ñëó­
÷àè çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ ñòåðæíÿ ñ ïîìîùüþ íåäåôîðìèðóåìûõ îïîð­
íûõ ñòåðæíåé (ðèñ. 10.2). 
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= 0ðvê 

Ðèñ. 10.2 

Áîëüøàÿ ÷àñòü ñòåðæíåâûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè îïèðàåòñÿ ñâî­
èìè êîíöàìè íà ñîñåäíèå ýëåìåíòû, êîòîðûå îáëàäàþò îãðàíè÷åííîé 
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æåñòêîñòüþ, è ñîçäàþò, òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ óïðóãîãî îïèðàíèÿ äëÿ 
âêëþ÷åííîãî ìåæäó íèìè ýëåìåíòà. Âàðüèðóÿ çíà÷åíèåì æåñòêîñòè 
îïîðíûõ ýëåìåíòîâ ìåæäó íóëåì è áåñêîíå÷íîñòüþ, âñåãäà ìîæíî óêà­
çàòü äâà èç ïåðå÷èñëåííûõ íà ðèñ. 10.2 ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ, ìåæäó 
êîòîðûìè ðàñïîëàãàåòñÿ èññëåäóåìûé óïðóãî îïåðòûé ñòåðæåíü. Îò­
ñþäà è âûòåêàåò âîçìîæíîñòü îöåíêè – îïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëà çíà÷å­
íèé, ñîäåðæàùåãî èñêîìóþ ñèëó. 

10.2.1. ОЦЕНКА КРИТИЧЕСКОЙ СИЛЫ НА УЧАСТКЕ 1-2 

Ïîñêîëüêó â òî÷êå 1 îïèðàíèå ó÷àñòêà ñòàíäàðòíîå, à â òî÷êå 2 – 
óïðóãîå, ïîñòîëüêó ðàññìîòðèì èìåííî âàðèàíòû ñòàíäàðòíîãî îïèðà­
íèÿ òî÷êè 2 (ðèñ. 10.3). Ïðåíåáðåãàÿ ðàñòÿæèìîñòüþ îñè ñòåðæíÿ ïðè 
íàëè÷èè èçãèáà ìîæíî óáåäèòüñÿ â 2Pêð 1 2EJ 2 2Pêð 1 2EJ 2òîì, ÷òî íà ïîïåðå÷íîå ïåðåìåùåíèå 
â ñìåæíîì ñîñòîÿíèè âëèÿåò çíà÷å- 4a 4a 
íèå ïîâîðîòà ñå÷åíèÿ â òî÷êå 2. À 
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåëüíûìè ñëó­

à á
÷àÿìè áóäóò âàðèàíò øàðíèðíîé çà­
äåëêè (ðèñ. 10.3, à) è âàðèàíò æåñò- Ðèñ. 10.3 

êîé çàäåëêè (ðèñ. 10.3, á). 
Âîñïîëüçóåìñÿ îáîáùåííîé ôîðìóëîé Ýéëåðà äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà­

÷åíèé êðèòè÷åñêîé ñèëû P ýòèõ âàðèàíòîâ îïèðàíèÿ: 
2 

2b ga 
F π I F π I EJ

P1 2− , ðê = GG bðèñ. 2,æg JJ E − J1 2− = HG KJ ⋅ 2EJ = 1,234 2 = 2Pê ; 
μ 1 2− ⋅ l1 2  K 1 2  10 4 , ⋅ a a 

ðH − 

2 

áPb g = 
F
GG

π I
JJ E J = FG π IJ

2 

⋅ 2EJ = 2,518 
EJ 

= 2P ;− , ð  2 g 1 2− 0 7  4  K êð 

1 2  
1 2  ê bðèñ. ,â ⋅ l1 2  K 1 2− H , ⋅ a a 2H μ − − 

EJ EJ EJ EJ
1234 

2 
< 2P ð < ,

2 
⇒ 0 617 

2 
< P < ,

2
, ê 2 518 , êð 126 . (10.1) 

a a a a 

Èòàê, ïîëó÷åíà ïåðâàÿ îöåíêà çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. 
Ïîñêîëüêó ó÷àñòîê 2-3, õîòÿ è èìååò õàðàêòåðèñòèêè, òå æå, ÷òî è ó÷à­
ñòîê 1-2, íî îïèðàåòñÿ â ñèñòåìå íåñêîëüêî èíà÷å, ïðèõîäèòñÿ è äëÿ 
íåãî ïðîâîäèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. 

10.2.2. ОЦЕНКА КРИТИЧЕСКОЙ СИЛЫ НА УЧАСТКЕ 2-3 

Âàðèàíòû îïèðàíèÿ ó÷àñòêà 2-3 â òî÷êå 2 òî÷íî òàêèå æå, ÷òî è 
äëÿ ó÷àñòêà 1-2, ïîñêîëüêó òî÷êà 2 – îáùàÿ, è îñè ó÷àñòêîâ ëåæàò íà 
îäíîé ïðÿìîé. 
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Â òî÷êå 3 (æåñòêèé óçåë) ïðîõîäÿò òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â 
òî÷êå 2: ñòåïåíü óïðóãîñòè îïèðàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî óãëîì ïîâî­
ðîòà ñå÷åíèÿ â òî÷êå 3. 

Â ðåçóëüòàòå ìû èìååì ÷åòûðå âàðèàíòà îïèðàíèÿ ó÷àñòêà 2-3 
èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 4. Ïî äàííûì ýòîãî ðèñóíêà, ñ ÷èñòî ôîðìàëü­

2Pêð 2 3 

4a 

2EJ 2 3 

4a 

2EJ2Pêð 2 3 

4a 

2EJ2Pêð 
2 3 

4a 

2EJ2Pêð 

à á â ã 

Ðèñ. 10.4 

íîé òî÷êè çðåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì òðè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèÿ äëÿ êðèòè÷åñ­
êîé ñèëû (âàðèàíòû ðèñ. 10.4, á è ðèñ. 10.4, â ÿâëÿþòñÿ èäåíòè÷íûìè): 

2 
2 

P2 3− = 
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E − J = G
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, ðê GGH
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a

EJ 
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2 
2 

, FPb gá â  = GG
F π JJ

I 
E J = G π IJ ⋅ 2EJ = 2,518 

EJ 
= 2P ;− −2 3, ðê Hμbðèñ. 10 2 . ,âg ⋅l − K 2 3− 2 3 H07  4  , ⋅ aK a 2 êð 

2 3  2 3− 

2 
2 

Pb gã = GG
F π JJ

I 
E2 3− J − = GF π JI ⋅ 2EJ = 4,935 

EJ 
= 2Pêð .− ê bðèñ. 10 2 . ,àg 05  4  K2 3, ð  

μ 2 3  ⋅l 2 3 
H , ⋅ a a 2H − − K 2 3 

Íî, ïîñêîëüêó ìû èùåì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íàãðóçêè, ïîñòîëü­
êó èíòåðâàë îöåíêè ñìåùàåòñÿ â îáëàñòü ìåíüøèõ çíà÷åíèé. 

EJ EJ EJ EJ
1234 < 2Pêð < , ⇒ 0 617 < Pêð < , (10.2), 

2 
2 518 

2 
, 

2 
126 

2
. 

a a a a 
Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî ëþáîå çíà÷åíèå èçãèáíîé æåñòêîñ­

òè, ñîîòâåòñòâóþùåå ðåàëüíîé êîíñòðóêöèè, äàëåêî íå íóëåâîå. Ïîýòî­
ìó ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü, ÷òî îöåíêà áóäåò ñìåùåíà â ñòîðîíó áîëüøå­
ãî ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ, ò.å. áëèæå ê 1,26EJ/a2. È ïîñêîëüêó íà ýòîì 
ó÷àñòêå äâà óïðóãèõ çàêðåïëåíèÿ, òî êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà íà ïåðâîì 
ó÷àñòêå, ãäå óïðóãî îïåðò òîëüêî îäèí óçåë, áóäåò ìåíüøå. Õîòÿ èíòåð­
âàë îöåíêè êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè äëÿ ó÷àñòêîâ ÿâëÿåòñÿ îáùèì. 

10.2.3. ОЦЕНКА КРИТИЧЕСКОЙ СИЛЫ НА УЧАСТКЕ 2-4 

Õîòÿ òî÷êà 2 ó÷àñòêà 2-4 è ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ ó÷àñòêîâ 1-2, 2-3 è 
2-4 âàðèàíòû åå çàêðåïëåíèÿ â ñîñòàâå ó÷àñòêà 2-4 îòëè÷àþòñÿ îò âàðè­
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àíòîâ äëÿ òî÷êè 2, ðàññìîòðåííûõ ðàíåå. Äåëî â òîì, ÷òî íà âîçíèêíî­
âåíèå ïîïåðå÷íûõ ïåðåìåùåíèé îñè ýòîãî ó÷àñòêà âëèÿåò íå òîëüêî óãîë 
ïîâîðîòà ñå÷åíèÿ 2, íî è âîçìîæíîñòü åãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ. 
Òàêîå ïåðåìåùåíèå ìîæåò âîçíèêàòü â ñèëó îòñóòñòâèÿ íà îñè 
1-2-3 îïîðíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ñòåðæíÿ. Òàê ÷òî îãðàíè÷åíèå íà çíà­
÷åíèå ýòîãî ïåðåìåùåíèÿ ñâÿçàíî òîëüêî ñ âåëè÷èíîé èçãèáíîé æåñòêî­
ñòè ñòîéêè 3-5. 

Â ñèëó óêàçàííûõ îáñòîÿòåëüñòâ, âîçìîæíû ÷åòûðå âàðèàíòà îïè­
ðàíèÿ òî÷êè 2 (îñü ó÷àñòêà, êàê è ðàíåå, ïðè èçãèáå ñ÷èòàåòñÿ íåðàñòÿ­
æèìîé), èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 10.5. 

3Pêð 

6a
 

2 

4 

EJ 

2 

4 

EJ 

2 

4 

EJ 

2 

4 

EJ 

2' 
3Pêð 

3Pêð 3Pêð 

2' 

à á â ã 
Ðèñ. 10.5 

Ðèñ. 10.5, à – ñâîáîäíûé êîíåö, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé èçãèá­
íîé æåñòêîñòè ó÷àñòêîâ 1-2, 2-3 è 3-5 (âîçìîæíû ïîâîðîò è ãîðèçîí­
òàëüíîå ïåðåìåùåíèå ñå÷åíèÿ â òî÷êå 2). 

Ðèñ. 10.5, á – ïîëçóí (ñêîëüçÿùàÿ çàäåëêà), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àá­
ñîëþòíî æåñòêîìó ðèãåëþ è ñòîéêå 3-5 íóëåâîé èçãèáíîé æåñòêîñòè 
(âîçìîæíî òîëüêî ãîðèçîíòàëüíîå ïåðåìåùåíèå ñå÷åíèÿ 2). 

Ðèñ. 10.5, â – øàðíèðíàÿ çàäåëêà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé èç­
ãèáíîé æåñòêîñòè ó÷àñòêîâ ðèãåëÿ è àáñîëþòíî æåñòêîé ñòîéêå 3-5 (âîç­
ìîæåí òîëüêî ïîâîðîò ñå÷åíèÿ 2). 

Ðèñ. 10.5, ã – æåñòêàÿ çàäåëêà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àáñîëþòíî æåñ­
òêîìó ðèãåëþ è ñòîéêå 3-5 (ñå÷åíèå â òî÷êå 2 ïåðåìåùàòüñÿ íå ìîæåò). 

×òî êàñàåòñÿ òî÷êè 4, òî â íåé ìû èìååì ñòàíäàðòíîå îïèðàíèå â 
âèäå æåñòêîé çàäåëêè. 

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòîèò ïðîâåñòè àíàëèç èíòåðâàëà, ñîäåðæàùåãî 
çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, ïî óêàçàííûì âûøå âàðèàíòàì îïèðàíèÿ. 
Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî, êàê ñëåäóåò èç ñðàâíåíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåò­
ðà êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè v êð íà ðèñ. 10.2, à è ðèñ. 10.2, á, ðèñ. 10.2, â 
è ðèñ. 10.2, ã, ðèñ. 10.2, ä è ðèñ. 10.2, å, à òàêæå ðèñ. 10.2, æ è ðèñ. 10.2, ç, 
íàëè÷èå ïîïåðå÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ â îïîðíîì ñå÷åíèè óìåíüøàåò çíà÷å­
íèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. Ýòî âèäíî ïî çíà÷åíèÿì v êð . 
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Âû÷èñëèì êðèòè÷åñêèå íàãðóçêè äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà: 

a 
⎛ π ⎞

2 

⎛ π ⎞
2 

EJ
P( ) = ⎜ ⎟ E J = ⋅ EJ  = 0,06854 = 3P ;2 4,  − êð	 ⎜ μ(ðèñ.10.2, ã) ⋅ l ⎟ 2 4  − 2 4  − ⎜

⎝ 2,0 6 ⋅ a ⎟⎠ a 2 êð 

⎝ 2 4− 2 4  − ⎠ 

( )	 ⎛ π ⎞
2 

π ⎞
2 

EJ 
2 4,  êð = ⎜

⎜ 
μ( á) 

−
⎟
⎠ 

E2 4  − J − =
⎝ ⋅ 

⋅EJ  = 0,2741 
a 2 = P ;P − 

á 

ðèñ.10.2, 
⎟ 2 4  

⎛
⎜ ⎟ 3 êð 

⎝ 2 4− ⋅ l2 4  
1,0 6 a ⎠ 

2 
( )	 ⎛ π ⎞

2 

⎛ π ⎞ EJâP2 4,  êð = ⎜
⎜ μ ⋅ l − 

⎟
⎠
⎟ 

E J2 4− = 
0,7 6 ⋅ a 

⋅ EJ  = 0,5595 
a 

= 3Pêð;− (ðèñ.10.2, â) 2 4− ⎜ ⎟ 2


⎝ 2 4− 2 4  ⎝ ⎠


2 
( )	 ⎛ π ⎞

2 

π ⎞ EJã	 ⎛ =
⎜ (ðèñ.10.2, à) ⋅ l ⎟ − 2 4  ⎜ 0,5 6 a ⎠

⋅EJ  1,096 
2 

= êð;P2 4,  − êð	 ⎜
μ 

⎟ E2 4  J − =
⎝ ⋅ ⎟ = 

a 
3P 

⎝ 2 4− 2 4  − ⎠ 

Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî âàðèàíòû íà ðèñ. 10.5, à è 10.5, á â òî÷êå 2 èìåþò 
ïîïåðå÷íîå ïåðåìåùåíèå, èìåííî ýòè âàðèàíòû è ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü â 
êà÷åñòâå ïðåäåëüíûõ. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî îáà ýòè âàðèàíòà ñâÿçàíû ñ ïðåäïî­
ëîæåíèåì î íóëåâîé èçãèáíîé æåñòêîñòè (âàðèàíò íà ðèñ. 10.5, à «îáíóëÿ­
åò» æåñòêîñòü ðèãåëÿ 1-2-3 è ñòîéêè 4-5, à âàðèàíò íà ðèñ. 10.5, á – æåñò­
êîñòü ñòîéêè 4-5 ïðè àáñîëþòíî æåñòêîì ðèãåëå 1-2-3), òî ñëåäóåò ïðè­
çíàòü, ÷òî äåéñòâèòåëüíîå ïîâåäåíèå ñòîéêè 2-4 äîëæíî áûòü áëèçêî ê 
çíà÷åíèþ ïî âàðèàíòó ðèñ. 10.5, â ñî ñòîðîíû âàðèàíòà ðèñ. 10.5, ã, ïî­
ñêîëüêó ïðåäïîëîæåíèå î íóëåâûõ æåñòêîñòÿõ ðèãåëÿ è ñòîéêè î÷åíü ñèëü­
íîå. Ýòîò ðåçóëüòàò çàôèêñèðîâàí â âèäå ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé: 

EJ	 EJ EJ EJ 
, êð 1096 ,	 0 (10.3)0 5595 

2 
< 3P < ,

2 
⇒ 0167 

2 
< Pêð < ,365 

2
.


a a a a


Ñðàâíåíèå îöåíîê (10.1), (10.2) è (10.3) ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèìåíü­
øåå çíà÷åíèå íàãðóçêè òðåáóåòñÿ äëÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñòîéêè 2-4, 
òàê ÷òî èìåííî îöåíêà (10.3) ÿâëÿåòñÿ îêîí÷àòåëüíîé îöåíêîé äëÿ çíà­
÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû â äàííîé çàäà÷å, à ñòîéêà 2-4 – íàèáîëåå ñëà­
áûì ýëåìåíòîì ðàññìàòðèâàåìîé ðàñ÷åòíîé ñõåìû ñ òî÷êè çðåíèÿ åå 
óñòîé÷èâîñòè ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ çàãðóæåíèÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî 
èìåííî ñòîéêà 2-4 òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, â òî âðåìÿ êàê ñæàòûå ó÷àñòêè 
ðèãåëÿ 1-2-3 ïðîñòî èçãèáàþòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ïîâîðîòà ñå÷åíèÿ 2. 

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñäåëàííûì âûâîäîì, ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñ­
òè ÇÐÑ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ïîâåäåíèÿ ñòîéêè 2-4, êîòîðàÿ ïîòåðÿëà 
óñòîé÷èâîñòü â ôîðìå, îáåñïå÷èâàåìîé ïîâîðîòîì è ñìåùåíèåì óçëà 2 
ðàñ÷åòíîé ñõåìû. 
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Ïîñòðîåíèå ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè âîçìîæíî â äâóõ âàðèàí­
òàõ (ðèñ. 10.6): ïðè ãîðèçîíòàëüíîì ñìåùåíèè âëåâî è ïðè ãîðèçîíòàëü­
íîì ïåðåìåùåíèè âïðàâî. Ïðè ïîñòðîåíèè ôîðìû èçîãíóòîé îñè ñòîéêè 
2-4 çà îñíîâó íóæíî áðàòü ôîðìó, êîòîðóþ ìû îïðåäåëèëè êàê íàèáî­
ëåå âåðîÿòíóþ (ðèñ. 10.5, â), äîáàâèâ â íåé ïîâîðîò ñå÷åíèÿ 2. 

3Pêð2Pêð 2Pêð 
3Pêð2Pêð 2Pêð 

à á 
Ðèñ. 10.6 

Ôîðìà íà ðèñ. 10.6, à òðåáóåò áóëüøåãî çàïàñà ïîòåíöèàëüíîé 
ýíåðãèè, ïîñêîëüêó ó÷àñòîê ðèãåëÿ 2-3 èìååò áóëüøóþ êðèâèçíó (èç-çà 
íàëè÷èÿ äâîéíîãî ïåðåãèáà îñè) è èñêðèâëåíà ñòîéêà 4-5. À ýòî, â ñâîþ 
î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèÿõ äåôîðìèðóþùèõ 
ïåðåìåùåíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ áóëüøèõ êðèâèçí äîëæíû áûòü ïðèëîæå­
íû áóëüøèå âíåøíèå ñèëû. Òàê ÷òî ôîðìà íà ðèñ. 10.6, à òðåáóåò áóëü­
øèõ çíà÷åíèé âíåøíèõ íàãðóçîê â ñðàâíåíèè ñ ôîðìîé íà ðèñ. 10.6, á, 
ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèå íàãðóçêè íå ìîãóò áûòü ïðèçíàíû êðèòè÷åñêèìè. 
Òàêèì îáðàçîì, èìåííî ôîðìà íà ðèñ. 10.6, á ÿâëÿåòñÿ ôîðìîé ïîòåðè 
óñòîé÷èâîñòè ðàìû. 

Ñïîñîá ýêâèâàëåíòíîãî ñòåðæíÿ äàåò íàì òîëüêî îöåíêó êðèòè­
÷åñêîé íàãðóçêè. Íî ýòà îöåíêà ïîçâîëèò ïðîêîíòðîëèðîâàòü ïðàâèëü­
íîñòü ðåøåíèÿ, êîòîðîå ìû ïîëó÷èì ìåòîäîì ïåðåìåùåíèé äëÿ ñæàòî­
èçîãíóòûõ ñòåðæíåé. 

10. 3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗНАЧЕНИЯ КРИТИЧЕСКОЙ НАГРУЗКИ 
ИЗ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ УСТОЙЧИВОСТИ 

Óðàâíåíèå óñòîé÷èâîñòè íàèáîëåå ïðîñòî ñîñòàâèòü, ïîëüçóÿñü 
ìåòîäîì ïåðåìåùåíèé, êîòîðûé â ýòîì ñëó÷àå èìååò ðÿä îñîáåííîñòåé: 

1) íàãðóçêîé íà ÇÐÑ ÿâëÿþòñÿ ñîñðåäîòî÷åííûå ñèëû, ïðèëîæåí­
íûå â óçëàõ è âûçûâàþùèå ñæàòèå ó÷àñòêîâ, ïîýòîìó â êàíîíè÷åñêîé 
ñèñòåìå óðàâíåíèé ìåòîäà ïåðåìåùåíèé îòñóòñòâóþò ñâîáîäíûå ÷ëåíû 
(íåò âíóòðèïðîëåòíîé íàãðóçêè); ÊÑÓ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ îäíî­
ðîäíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è èìååò íåíóëå­
âîå ðåøåíèå, òîëüêî åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâåí íóëþ; 
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2) ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ÊÑÓ èñïîëüçóåòñÿ òàáëèöà ñòàí­
äàðòíûõ ýïþð ìåòîäà ïåðåìåùåíèé äëÿ ñæàòî-èçîãíóòûõ ñòåðæíåé, êî­
òîðàÿ âêëþ÷àåò òîëüêî ýïþðû, âîçíèêàþùèå â ýëåìåíòàðíûõ áàëêàõ, 
íàãðóæåííûõ ïðîäîëüíîé ñæèìàþùåé ñèëîé è åäèíè÷íûìè ïåðåìåùå­
íèÿìè êîíöåâûõ ñå÷åíèé; 

3) ïîñêîëüêó èçó÷àåòñÿ ðàâíîâåñèå â ñìåæíîì ñîñòîÿíèè ðàâíîâå­
ñèÿ, ñæèìàþùàÿ ó÷àñòîê ñèëà ñîçäàåò èçãèáàþùèé ìîìåíò, ïðîïîðöè­
îíàëüíûé ïîïåðå÷íîìó ïåðåìåùåíèþ òî÷åê îñè îò ëèíèè äåéñòâèÿ ýòîé 
ñèëû; äëÿ ó÷åòà âîçíèêàþùåãî èçãèáàþùåãî ìîìåíòà ââåäåíû ñïåöè­
àëüíûå ôóíêöèè, íà êîòîðûå ññûëàåòñÿ òàáëèöà ìåòîäà ïåðåìåùåíèé; 

4) íàëè÷èå óïîìÿíóòûõ ôóíêöèé ïðåâðàùàåò êîýôôèöèåíòû ïðè 
íåèçâåñòíûõ ìåòîäà ïåðåìåùåíèé â êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé 
èç ÷èñåë â ôóíêöèè îò íåèçâåñòíîãî àðãóìåíòà – áåçðàçìåðíîãî ïàðà­
ìåòðà íàãðóçêè; ýòîò ïàðàìåòð îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ 
îïðåäåëèòåëÿ ÊÑÓ. 

10.3.1. ТАБЛИЦА МЕТОДА ПЕРЕМЕЩЕНИЙ 
ДЛЯ СЖАТО-ИЗОГНУТЫХ СТЕРЖНЕЙ 

Ðåçóëüòàòû, çàôèêñèðîâàííûå â òàáëèöå, ïîëó÷åíû íà îñíîâå ðå­
øåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñæàòî-èçîãíóòîãî ñòåðæíÿ ïðè 
ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ îïèðàíèÿ åãî êîíöîâ è íàãðóæåíèè åäèíè÷íûìè 
óãëîâûìè è ëèíåéíûìè ïåðåìåùåíèÿìè, ïðèëîæåííûìè íà îäíîì èç 
êîíöîâ áàëî÷íîãî ýëåìåíòà. 

Ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ çíà÷åíèé îðäèíàò èçãèáàþùåãî ìîìåíòà è 
ïîïåðå÷íûõ óñèëèé âûáðàíà òàê, ÷òî çíà÷åíèÿ, õàðàêòåðíûå äëÿ ñîîò­
âåòñòâóþùèõ íàãðóçîê â ñòàòèêå (ãëàâà 9, ðèñ. 9.8), äîìíîæàþòñÿ íà 

ôóíêöèîíàëüíûå ìíîæèòåëè òèïà ϕ k vs , η k v s , çàâèñÿùèå îò áåç­d i d i
ðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà ñæèìàþùåé ñèëû vs , ñâÿçàííîãî ñ àáñîëþòíûì 

çíà÷åíèåì ñèëû íà ó÷àñòêå «s» îáîáùåííîé ôîðìóëîé Ýéëåðà. 
Ýòè ìíîæèòåëè îïðåäåëåíû êîìáèíàöèÿìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ 

ôóíêöèé, ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ ìíîãîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè, ÷òî âïîëíå ñî­
îòâåòñòâóåò õàðàêòåðó ðåøàåìîé çàäà÷è. Ñòîèò òàêæå îáðàòèòü âíèìà­
íèå íà òî, ÷òî ñæèìàþùàÿ ñèëà, îïðåäåëÿþùàÿ àðãóìåíò óïîìÿíóòûõ 
ôóíêöèé, íåèçâåñòíà. Î íåé ìîæíî òîëüêî ñêàçàòü, ÷òî ýòà ñèëà ìîæåò 
ïîääåðæèâàòü öåëûé íàáîð ñìåæíûõ ñîñòîÿíèé, ò.å. åå çíà÷åíèå òàêæå 
ìíîãîçíà÷íî. Ïîýòîìó äëÿ íåå â ôîðìóëàõ ìíîæèòåëåé ââåäåíî îáîçíà­

÷åíèå P~ , à íå Pêð . È òîëüêî ïîñëå âûäåëåíèÿ èç âñåãî ñïåêòðà âîçìîæ­

íûõ çíà÷åíèé P~  ìèíèìàëüíîãî, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî Pêð=minP~ . 
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Íà ðèñ. 10.7 ïðèâåäåíû ýïþðû òàáëèöû ìåòîäà ïåðåìåùåíèé äëÿ 
ñæàòî-èçîãíóòûõ ñòåæíåé. Ýïþðû ïîñòðîåíû íà ðàñòÿíóòûõ âîëîêíàõ, 
ïîëîæåíèå êîòîðûõ çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ åäèíè÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ. 

1 2 P 

1 

~


l 

1 

M 

2 ' 1 

~
P

P 

Pl 

M 

1 2− 1 2  1 2− −( ) d i
l 1 2  1 2  

l 2 
−M1 2− = 3 

E J  − ϕ1 v − ; M − = 3 
E J1 2  ϕ 1 v1 2  ; 

1 2− 1 2− 

1 2− 1 2  1 2− 1 2Q1 2  = Q2 1  = 3 
E J  

ϕ (v1 2  − ) . Q = Q = 3 
E J 

η v . 
− − d i− − 2 1 1 2 2 1  3 1 2  −l1 2  

− − 
l 

1 
− 1 2− 

à á 

l 

1 2 

M 

1 

P 

~P 

l 

1 

2 ' 1 

M 

P 

~P 

M1 2  = 4 
l 

− ϕ 2 v − ; − − 2 
− 

4d i
E1 2− J1 2  d i M = M = 6 

E1 2− J1 2  ϕ v ;− 1 2  1 2 2 1  1 2  − 
1 2  l1 2− − 

E1 2− J1 2  E1 2− 1 2
− 1 2  − − 2


1 2  l

M2 1  = 2 

l 
− ϕ 3d iv − ; Q1 2  = Q2 1  = 12 3 

J − η d iv1 2  − . 
− 

1 2− 

Q1 2  = Q2 1  = 6 
E1 2− 

2 

J1 2  η v1 2  − . ã− d i− − 1
l1 2− 

1 

â 2 ' 
1 

M 

P


P 
l 

− 2Q1 2− = Q2 1− = 
E1 2  

l1 2  

J1 2− v1 2− .3 
− 

ä


Ðèñ. 10.7
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Ïðèâåäåì ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèé-ìíîæèòåëåé: 

1− 
v 

v l= 
P~

; ϕ b gv = 
v 2

; ϕ b gv = tg v 
;1 2EJ 

3 1GFH − tg 
v
v J
I
K 4 G

F
G
tg 

v 
2 − 1J
I
JG JH 

v 
2 K 

v 

G
ϕ 3 b gv = F

sin v
v 

− 1 

I ; ϕ 4 b gv = ϕ 1 
FGH
v 
2
JIK ;


tg
2 J
2 G − 1J
G JH 

v 
2 K 

2 2 2v v v vη b gv = 
3 FG tg v 

− 1IJ 
= ϕ b gv − 

3
; η b gv = η H

FG
2KJ
I = ϕ b g v − 

12  
.1 1 2 1 4 

H Kv 

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ïðè âû÷èñëåíèè óñè­
ëèé ïî òàáëèöå ìåòîäà ïåðåìåùåíèé îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëîâûìè õàðàê­
òåðèñòèêàìè êàæäîãî êîíêðåòíîãî ó÷àñòêà îòäåëüíî. 

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýòèõ âû÷èñëåíèé íåîáõîäèìî äëÿ ÇÐÑ ïîäãîòî­
âèòü ñõåìó äèñêðåòèçàöèè ñ íóìåðàöèåé óçëîâ îïèðàíèÿ äâóõîïîðíûõ 
áàëîê è îáîçíà÷åíèÿìè áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ ñæèìàþùåé ñèëû 
äëÿ êàæäîãî ñæàòîãî ó÷àñòêà-áàëêè. 

Äëÿ ÇÐÑ íà ðèñ. 10.1 ñõåìà äèñêðåòèçàöèè ïîêàçàíà íà ðèñ. 10.8. 

3P 2P~ P~P~1 2− = 4a = 4a ; 

3a
3a

2P 1 2 3 2P v1 2− = l1 2− 2EJ EJE1 2− J1 2  −v1 2− v2 3− 

2P~ P~P~2 3− = = 4a = 4a ;v2 3  l 2 3−v3 4 5 
−− 2EJ EJE2 3  J2 3−− 

4 3P~P~2 4− = 6a =4a 4a v2 4  = l 2−− 4 EJE2 4  J2−− 4 

P~ Ðèñ. 10.8 = FGH
6
4 

3JIK ⋅ 4a . 
EJ 

Äëÿ äàëüíåéøåé ðàáîòû ñëåäóåò âñå ââåäåííûå ïàðàìåòðû âûðà­
çèòü â îáùåì ìàñøòàáå v: 

v = 4a
P~ 

⇒ v = v =v; v − ≈ 2,598 v. (10.4) 
EJ 1 2− 2 3  − 2 4  
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10.3.2. ПОСТРОЕНИЕ КАНОНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 
МЕТОДА ПЕРЕМЕЩЕНИЙ В УСТОЙЧИВОСТИ 

Ïîðÿäîê äåéñòâèé ïî ìåòîäó ïåðåìåùåíèé â óñòîé÷èâîñòè íà ýòà­
ïå ïîñòðîåíèÿ ÊÑÓ ìåòîäà ïåðåìåùåíèé íå îòëè÷àåòñÿ îò ïîðÿäêà ïðè 
ðåøåíèè çàäà÷è â ñòàòèêå (ãëàâà 9, ïàðàãðàôû 9.6-9.8). 

Ïðåæäå âñåãî, ïðîâîäèòñÿ êèíåìàòè÷åñêèé àíàëèç ÇÐÑ ñ öåëüþ 
îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà êèíåìàòè÷åñêèõ íåèçâåñòíûõ. Äàííûå, íåîáõî­
äèìûå äëÿ ïðîâåäåíèÿ àíàëèçà, ïîêàçàíû íà ðèñ. 10.9. 

2 

Z1 Z 2 Z1 Z 2 

4 

5 
4 

5 

1 
3 

1 2 3W = 1 

1 
2 3 

5 

4 

Z 3 

ï ó = 2 ï ë = 1 N = ï ó + n ë = 2 1+ 3 
à á â 

Ðèñ. 10.9 

×èñëî óãëîâûõ íåèçâåñòíûõ ìåòîäà îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì æå­
ñòêèõ óçëîâ ÇÐÑ (ñì. ðèñ. 10.9, à), â ÷èñëî êîòîðûõ íå âõîäÿò îïîðíûå, 
äàæå åñëè îíè æåñòêèå. 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ëèíåéíûõ íåèçâåñòíûõ òðåáóåòñÿ ïðåîá­
ðàçîâàòü ÇÐÑ â äîïîëíèòåëüíóþ ðàñ÷åòíóþ ñõåìû ïóòåì óäàëåíèÿ ñâÿ­
çåé, îòâå÷àþùèõ çà âîçíèêíîâåíèå èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ âî âñåõ óçëàõ 
ÇÐÑ, âêëþ÷àÿ îïîðíûå (ñì. ðèñ. 10.9, á). Âû÷èñëåííîå ÷èñëî ñòåïåíåé 
ñâîáîäû ýòîé ñõåìû îïðåäåëÿåò ÷èñëî ëèíåéíûõ íåèçâåñòíûõ: 

1

|ò
b g = − = 0U|R 
1 1 1


R1 2− U òb g 2
1 = − = 2|
||2 3− || ||

| 3 1  ||b g b g = − =D = S V = 4 ; ò 1 = Sò 3
1 2 1 1V = + =2 1  3 ;

2 4| − | | 1 |
T4 5− W |òb g 4 = − = 0|| | 1 1  

1T
||òb g 5 = − =1 1  0W

||
RCo, = 1U
1


Co =
|
Co, 4 = 2V| 1 2  2  =
S = + + 5 ; ⇒
|C = 2|T o, 5 W

W = ⋅ − ⋅ + − + +2 2 1 1 2 13 4  b g ( 2) = + . (10.5) 
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Îäíàêî ìîæåò âñòðåòèòüñÿ ñëó÷àé, êîãäà äîïîëíèòåëüíàÿ ðàñ÷åò­
íàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèìîé (W = 0), íî ìãíîâåííî èç­
ìåíÿåìîé. Â òàêîì ñëó÷àå, ïðèõîäèòñÿ îïðåäåëÿòü íàëè÷èå ëèíåéíûõ 
íåèçâåñòíûõ ìåòîäà ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ïëàíà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïåðå­
ìåùåíèé, ïðîâåðÿÿ ïîäâèæíîñòü öåïî÷åê óçëîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà êàæ­
äîé âåðòèêàëè è ãîðèçîíòàëè. 

Ñëåäóþùèé øàã ñâÿçàí ñ ïîñòðîåíèåì ýïþð ìåòîäà ïåðåìåùåíèé 
â îñíîâíîé ñèñòåìå ìåòîäà ïåðåìåùåíèé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ÇÐÑ 
ðàññòàíîâêîé «ïëàâàþùèõ» çàäåëîê è ëèíåéíûõ ñâÿçåé ïî íàïðàâëåíè­
ÿì îáíàðóæåííûõ íåèçâåñòíûõ ïåðåìåùåíèé. Íà ðèñ. 10.10 ïîêàçàíà 
ýòà ïðîöåäóðà äëÿ ÎÑÌÏ ÇÐÑ (ðèñ. 10.9, â). 

2 

5
4 

3P~
1 Z1 = 1 2P~

3 

Mz 
1b g

1 2 3 

5 

4 
EJ 

, 
a 

à á 

1 
2 3 

5 

4 

Z 2 1=3 ~P 
2 ~P 

M 
EJ 
a z 

2b g , 

1 2 3 

5 

4
Q 

EJ 

a 
z 

2 
2 

b g , 

â ã 

Z 3 = 1 3P~
2P~

Mz 
3b gQz 

b g , 

1 2 3 

2P~ 1 

5
5 

3 EJ EJ 
, 24 a 3 4 a 

2 3 

ä å 

Ðèñ. 10.10 

×òîáû íå çàãðîìîæäàòü ðèñóíêè ýïþð çíà÷åíèÿìè èçãèáàþùèõ 
ìîìåíòîâ è ïîïåðå÷íûõ óñèëèé, âûðàæåííûìè ÷åðåç ôóíêöèè ìåòîäà 
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ïåðåìåùåíèé, áóäåì ññûëàòüñÿ íà äâóõöèôðîâûå îáîçíà÷åíèÿ óñèëèé, 
êàê ýòî áûëî îãîâîðåíî ðàíåå â çàäà÷àõ ñòàòèêè. 

Èñïîëüçóÿ ýïþðû îò íàãðóæåíèÿ åäèíè÷íûìè ïåðåìåùåíèÿìè â 
ÎÑÌÏ (ðèñ. 10.10), âûðàæåííûå â îäíîì ìàñøòàáå ïàðàìåòðû ñæè­
ìàþùåé íàãðóçêè íà ó÷àñòêàõ ÎÑÌÏ (10.4), à òàêæå òàáëè÷íûå ýïþ­
ðû ìåòîäà ïåðåìåùåíèé (ðèñ. 10.7), âû÷èñëèì óñèëèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ 
îïðåäåëåíèè ðåàêöèé îò åäèíè÷íîãî ïîâîðîòà óçëà 2 (ðèñ. 10.10, à, á): 

M(ðèñ .10.7,  à) 2EJ 
− 1 

EJ
M2 1− = 1 2− = 3 ⋅ ⋅ ϕ1 (v1 2  ) = 1,5  ϕ ( )v ;

4a a 

M(ðèñ .10.7,  â) 2EJ 
− 2 

EJ 
M2 3− = 1 2− = 4 ⋅ ⋅ ϕ 2 (v2 3  ) = 2ϕ ( )v ;

4a a 

M = M(ðèñ .10.7,  â) = 2 ⋅ 
2EJ 

⋅ ϕ v = ϕ v 
EJ 

;− − ( )3 2 2 1  3 ( 2 3  − ) 3 (10.6)
4a a 

(ðèñ .10.7, ) â EJ EJ
M2 4  = M − = 4 ⋅ ⋅ ϕ v2 4  = 0,6666 ϕ (2,598 v) ;− 1 2  2 ( − ) 26a a 

Q = Q(ðèñ .10.7, ) â = ⋅6 
EJ 

⋅ ϕ (v ) = 0,1666 ϕ (2,598 v) EJ 
.2 4 1 2  4 − 4 2− − 2 2 4  

6a( ) a 

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ìîìåíò è ïîïåðå÷íàÿ ñèëà â ñå÷åíèè 4 íå 
âû÷èñëÿþòñÿ, òàê êàê îíè íå âõîäÿò â óçëû ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñâÿçÿìè. 

Òàêèå æå âû÷èñëåíèÿ äëÿ íàãðóçêè â âèäå åäèíè÷íîãî ïîâîðîòà â 
óçëå 3 ïî ýïþðå ðèñ. 10.10, ã èìåþò âèä: 

(ðèñ . 10.7,  â) 2EJ EJ
M2 3  = M2 1  = 2 ⋅ ⋅ ϕ (v2 3  − ) = ϕ v ;− − 4a 3 3 ( )

a 

M = M(ðèñ . 10.7,  â) = 4 ⋅ 
2EJ 

⋅ ϕ v = 2ϕ v 
EJ 

;3 2  1 2  ( 2 3  − )− − 4a 2 2 ( )
a 

(10.7)
EJ EJ(ðèñ . 10.7,  à)M3 5− = M1 2  v3 5− =0 = 3 ⋅ ⋅1 = ;− 3a a


Q = Q(ðèñ .10.7,  à)
 EJ EJ 
v3 5− =0 = 3 ⋅ 

2 
⋅1 = 0,3333 

2 
.3 5− 1 2− 

3( )a a 

Ïðè âû÷èñëåíèè óñèëèé â ñå÷åíèè 3 ó÷àñòêà 3-5 ìû âîñïîëüçîâà­
ëèñü òåì, ÷òî óñèëèÿ òàáëè÷íûõ ýïþð ìåòîäà ïåðåìåùåíèé äëÿ ñæàòî­
èçîãíóòûõ ñòåðæíåé ïðè îòñóòñòâèè ñæèìàþùåé ñèëû íà áàëêå ñî­
âïàäàþò ñ óñèëèÿìè òàáëè÷íûõ ýïþð ìåòîäà ïåðåìåùåíèé â ñòàòèêå. 
È ïî-ïðåæíåìó âû÷èñëÿþòñÿ òîëüêî òå óñèëèÿ, êîòîðûå âõîäÿò â óçëû 
ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñâÿçÿìè. 

Ïðîäåëàåì àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè äëÿ ñëó÷àÿ íàãðóæåíèÿ ÎÑÌÏ 
åäèíè÷íûì ëèíåéíûì ïåðåìåùåíèåì ðèãåëÿ 1-2-3, äëÿ ÷åãî èñïîëüçóåì 
ñîîòâåòñòâóþùóþ ýïþðó (ðèñ. 10.10, å). 
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(ð , ) M2 4  = M1 2− 
èñ. 7 ã = 6 ⋅ 

EJ 
⋅ ϕ 4 v − = 01666 4b , v 

EJ 
2 ;b g d i , ϕ 2 598 g− 2 2 4  

6a a 

Q = Q(ðèñ.7, ) ã = 12 ⋅ 
EJ 

⋅ η d iv − = 0 05555 b , v 
EJ 

;2 4− 1 2− b g 3 2 2 4  , η 2 2 598 g 36a a 

(ðèñ. 7,á)M3 5− = M1 2  v 3 5  =0 = 3 ⋅ 
EJ 

2 
⋅1 = 0 3333 , 

EJ 
2 

; 
(10.8) 

− 
3a a− b g 
EJ EJ(ðèñ.7,á)Q3 5− = Q1 2  v 3 5  =0 = 3 ⋅ ⋅1 = 01111 

− 3 , 3 .− 
3a ab g 

Ñëåäóþùèé ýòàï â ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïåðåìåùåíèé çàêëþ÷àåòñÿ 

â îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé r vb g .i j

Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ñòàòè÷åñêèé ñïîñîá, êîòîðûé âïîëíå ýôôåêòè­
âåí äëÿ çàäà÷ ñ íåáîëüøèì (íå áîëåå ïÿòè) êîëè÷åñòâîì íåèçâåñòíûõ. 
Êàê è â ìåòîäå ïåðåìåùåíèé äëÿ çàäà÷ ñòàòèêè, ðåêîìåíäóåòñÿ èñ­
ïîëüçîâàòü êàæäóþ èç ýïþð, ïîñòðîåííóþ îò åäèíè÷íûõ ïåðåìåùåíèé 
(ðèñ. 10.10), äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ ðåàêöèé â äîïîëíèòåëüíûõ ñâÿçÿõ. 
Èëëþñòðàöèåé íåîáõîäèìûõ äåéñòâèé ÿâëÿåòñÿ ðèñ. 10.11, íà êîòîðîì 
ñïëîøíûå ñòðåëêè ïîêàçûâàþò óñèëèÿ, à äâîéíûå ñòðåëêè – èñêîìûå 
ðåàêöèè â äîïîëíèòåëüíûõ ñâÿçÿõ. 

r11 = M
+15 1 ϕ P EJ

EJ EJ 

L , ϕ b gv + 2 2b gv +O

M , ϕ 2b2 598 vg P a r
N+0 6666 , Q = +ϕ 3 b gv21 r = + , 2 598 g01666 ϕ 4b , va 31 2aEJ EJ15 1, ϕ b gv 
EJ 2ϕ 2b gv a ϕ 3b gv aa 

0 6666 , 2 2 598 vg EJ 
01666 4 2 598 vg EJϕ b , , ϕ b ,a 2a 

EJEJ r22 = +2ϕ b gv + 1 EJ 
a 

r12 = +ϕ 3b gv 2 a r32 = + ,0 3333 2a 
ϕ b g EJ EJ 

3 v a 
2ϕ 2b gv a 

EJ EJ
0 3333 a , 2a 

EJ EJ +0 05555 , v +O EJ 
2 r = ML , η 2b2 598 g P01666 ϕ 4b2 598 , vgr13 = + , 

2 r23 = + ,0 3333
a a 33 3N+01111 , Q a 

01666 , 4 2 598 vg EJ 
2 0 3333 0 05555 , η , g EJ 

, ϕ b , , 
EJ 

2b2 598 v 01111 
EJ 

a 2 2 3 a a a 

Ðèñ. 10.11 
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Çàìåòüòå, ÷òî ïîëó÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ ÊÑÓ ïðîâîäèëîñü áåç èñ­
ïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû î âçàèìíîñòè ðåàêöèé, òàê ÷òî òåïåðü åå ñïðà­
âåäëèâîñòü ìîæíî ïðîâåðèòü ïî äàííûì ðèñ. 10.11. Ýòî ÿâëÿåòñÿ îïðå­
äåëåííîé ãàðàíòèåé ïðàâèëüíîñòè îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ. 

Ñ ó÷åòîì îòñóòñòâèÿ ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ÊÑÓ ìåòîäà ïåðåìåùåíèé 
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïðèíèìàåò âèä: 

OLL+ , ϕ + 2ϕ v +O15 vM 1b g 2b g EJ EJ
+ϕ v +01666 , ϕ b , g2 598 vb g 

MM
MMN+0 6666 , ϕ b2 598 , vg PPQ a 3 a 4 

a

EJ 
2 PPRZ1U R0U2 

M EJ EJ 

M
+ϕ 3b gv a 

EJ 

+2ϕ 2b g v + 1

, η 2 

a 
EJ 
P| 

3 
|W |T |

+0 3333  , 
EJ PPS|Z 2V| = S|0V| .M Z 0EJ

a 
L+0 05555 b2 598 , 

2 

vg +O PT W
+01666 4 , vg, ϕ b2 598 +0 3333 MM a 2

, 2 , Q 3a NM +01111 
P 
a PQ
P

N 
10.3.3. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ УСТОЙЧИВОСТИ 

Óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ õîòÿ áû îäíîãî ïåðåìåùåíèÿ, íå ðàâíî­
ãî íóëþ (èíà÷å íå ðåàëèçóåòñÿ ñìåæíîå äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå!) 
ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ, ñîñòàâëåííîãî èç 
êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ ÊÑÓ. Ïðè ñîñòàâëåíèè âûðàæåíèÿ 
ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ íóæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî åãî çíà÷åíèå íå èçìåíÿåòñÿ, 
åñëè âñå ýëåìåíòû ñòðîêè èëè ñòîëáöà ïîäåëèòü íà ÷èñëî îòëè÷íîå îò 
íóëÿ. Â ïåðâîé è âòîðîé ñòðîêàõ òàêèì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ EJ/a, âî âòî­
ðîé ñòðîêå – ÷èñëî EJ/a 2. Êðîìå òîãî, ïîñëå äåëåíèÿ íà ýòè ÷èñëà 
ñòðîê, â òðåòüåì ñòîëáöå îñòàåòñÿ îáùèé ìíîæèòåëü EJ/a. Ïîäåëèâ è 
íà íåãî, ïîëó÷àåì èñõîäíûé âèä îïðåäåëèòåëÿ óñòîé÷èâîñòè: 

, ϕ b g15 b gv + 2ϕ v +1 2 
v 01666 2 598 , vg, ϕ 4bϕ 3b g+0 6666 2 598 , vg, ϕ 2b


ϕ 3 v v
 2ϕ 2 v +1 0 3333 , 0 f vb g . (10.9)= = 
0 05555 η 2b2 598 v + 

b gb g b g 
, , g

01666 , ϕ 4b2 598 , vg 0 3333 , 
+01111 , 

Åñëè ðàñêðûòü ýòîò îïðåäåëèòåëü, âû÷èñëèâ åãî, íàïðèìåð, ïî 
ïðàâèëó Ñàððþñà, òî ìû ïîëó÷èì íåëèíåéíîå òðàíñöåíäåíòíîå óðàâ­
íåíèå îòíîñèòåëüíî v. Ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ åãî êîðíåé èçó÷àþòñÿ â 
äèñöèïëèíå «×èñëåííûå ìåòîäû». È íàèáîëåå ïðîñòîé èç íèõ ñîñòîèò â 
ðåàëèçàöèè äâóõ ýòàïîâ: 1) îòäåëåíèå êîðíÿ (îïðåäåëåíèå èíòåðâàëà, 
ñîäåðæàùåãî êîðåíü) ñïîñîáîì ïðîñòîãî ïåðåáîðà; 2) óòî÷íåíèå êîðíÿ 
(óìåíüøåíèå ðàçìåðîâ èíòåðâàëà äî âåëè÷èíû, êîãäà ëþáàÿ èç åãî ãðà­
íèö, ïðèíÿòàÿ çà çíà÷åíèå èñêîìîãî êîðíÿ, äàåò åãî çíà÷åíèå ñ çàäàí­
íîé íàïåðåä òî÷íîñòüþ) ìåòîäîì ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ. 
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Ïðèìåíåíèå ýòîãî ïîäõîäà òðåáóåò íàëè÷èÿ ìåõàíèçìà âû÷èñëå­
íèÿ çíà÷åíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà v. Ñà­
ìûì ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçì, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè òàá­
ëèö ôóíêöèé ìåòîäà ïåðåìåùåíèé äëÿ ñæàòî-èçîãíóòûõ ñòåðæíåé. Òà­
êèå òàáëèöû îñòàâëåíû äëÿ îòðåçêà [0, 2π], ïîñêîëüêó óêàçàííûå ôóíêöèè 
îïðåäåëÿþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ñîñòàâëÿþùèìè. Â òàáë. 10.1 ïðè­
âåäåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèé, ïîäñ÷èòàííûå äëÿ øàãà 0,1 àðãóìåíòà v. 

Òàáëèöà 10.1
 v ϕϕϕϕϕ1 (v) ϕϕϕϕϕ2 (v) ϕϕϕϕϕ3 (v) ϕϕϕϕϕ4 (v) ηηηηη1 (v) ηηηηη2 (v) 
0,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,0000 
0,1 0,9994 0,9997 1,0002 0,9999 0,9961 0,9990 
0,2 0,9973 0,9987 1,0007 0,9994 0,9640 0,9960 
0,3 0,9940 0,9970 1,0015 0,9985 0,9640 0,9910 
0,4 0,9893 0,9947 1,0027 0,9973 0,9360 0,9840 
0,5 0,9832 0,9916 1,0042 0,9958 0,8999 0,9750 
0,6 0,9757 0,9879 1,0061 0,9940 0,8557 0,9640 
0,7 0,9669 0,9836 1,0083 0,9918 0,8035 0,9510 
0,8 0,9565 0,9785 1,0109 0,9893 0,7432 0,9360 
0,9 0,9447 0,9727 1,0138 0,9864 0,6747 0,9189 
1,0 0,9313 0,9662 1,0172 0,9832 0,5980 0,8999 
1,1 0,9164 0,9590 1,0209 0,9797 0,5131 0,8788 
1,2 0,8998 0,9511 1,0251 0,9757 0,4198 0,8557 
1,3 0,8814 0,9424 1,0297 0,9715 0,3181 0,8307 
1,4 0,8613 0,9329 1,0348 0,9669 0,2080 0,8035 
1,5 0,8393 0,9227 1,0403 0,9619 0,0893 0,7744 
π/2 0,8225 0,9149 1,0445 0,9620 0,0000 0,7525 
1,6 0,8152 0,9116 1,0463 0,9565 -0,0381 0,7432 
1,7 0,7891 0,8998 1,0529 0,9508 -0,1743 0,7100 
1,8 0,7606 0,8871 1,0600 0,9447 -0,3194 0,6747 
1,9 0,7297 0,8735 1,0676 0,9382 -0,4736 0,6374 
2,0 0,6961 0,8590 1,0760 0,9313 -0,6372 0,5980 
2,1 0,6597 0,8436 1,0849 0,9241 -0,8103 0,5566 
2,2 0,6202 0,8273 1,0946 0,9164 -0,9931 0,5131 
2,3 0,5772 0,8099 1,1051 0,9083 -1,1861 0,4675 
2,4 0,5304 0,7915 1,1164 0,8998 -1,3896 0,4198 
2,5 0,4793 0,7720 1,1286 0,8908 -1,6040 0,3700 
2,6 0,4234 0,7513 1,1417 0,8814 -1,8299 0,3181 
2,7 0,3621 0,7295 1,1559 0,8716 -2,0679 0,2641 
2,8 0,2944 0,7064 1,1712 0,8613 -2,3189 0,2080 
2,9 0,2195 0,6819 1,1878 0,8505 -2,5838 0,1497 
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Ïðîäîëæåíèå òàáë. 10.
 v ϕϕϕϕϕ1 (v) ϕϕϕϕϕ2 (v) ϕϕϕϕϕ3 (v) ϕϕϕϕϕ4 (v) ηηηηη1 (v) ηηηηη2 (v) 
3,0 0,1361 0,6560 1,2057 0,8393 -2,8639 0,0893 
3,1 0,0424 0,6287 1,2251 0,8275 -3,1609 0,0267 
π 0,0000 0,6168 1,2336 0,8225 -3,2898 0,0000 
3,2 -0,0635 0,5997 1,2462 0,8152 -3,4769 -0,0381 
3,3 -0,1847 0,5691 1,2691 0,8024 -3,8147 -0,1051 
3,4 -0,3248 0,5366 1,2940 0,7891 -1,1718 -0,1743 
3,5 -0,4894 0,5021 1,3212 0,7751 -4,5727 -0,2457 
3,6 -0,6862 0,4655 1,3509 0,7606 -5,0062 -0,3194 
3,7 -0,9270 0,4265 1,3834 0,7455 -5,4904 -0,3954 
3,8 -1,2303 0,3850 1,4191 0,7297 -6,0436 -0,4736 
3,9 -1,6269 0,3407 1,4584 0,7133 -6,6969 -0,5542 
4,0 -2,1726 0,2933 1,5019 0,6961 -7,5060 -0,6372 
4,1 -2,9802 0,2424 1,5501 0,6783 -8,5836 -0,7525 
4,2 -4,3156 0,1878 1,6037 0,6597 -10,196 -0,8103 
4,3 -6,9947 0,1287 1,6636 0,6404 -13,158 -0,9005 
4,4 -15,327 0,0648 1,7310 0,6202 -21,780 -0,9931 
4,5 227,93 -0,0048 1,8070 0,5991 221,18 -1,0884 
4,6 14,669 -0,0890 1,8933 0,5772 7,616 -1,1861 
4,7 7,8186 -0,1646 1,9920 0,5543 0,4553 -1,2865 
3π/2 7,4022 -0,1755 2,0052 0,5514  -0,0000 -1,2992 
4,8 5,4023 -0,2572 2,1056 0,5304  -2,2777 -1,3896 
4,9 4,1463 -0,3607 2,2375 0,5054  -3,8570 -1,4954 
5,0 3,3615 -0,4772 2,3923 0,4793  -4,9719 -1,6040 
5,1 2,8130 -0,6099 2,5757 0,4520  -5,8570 -1,7155 
5,2 2,3986 -0,7629 2,7960 0,4234  -6,6147 -1,8299 
5,3 2,0668 -0,9422 3,0648 0,3935  -7,2965 -1,9474 
5,4 1,7884 -1,1563 3,3989 0,3621  -7,9316 -2,0679 
5,5 1,5455 -1,4182 3,8236 0,3291  -8,5379 -2,1917 
5,6 1,3266 -1,7481 4,3794 0,2944  -9,1268 -2,3189 
5,7 1,1235 -2,1803 5,1346 0,2580  -9,7065 -2,4495 
5,8 0,9302 -2,7777 6,2130 0,2195  -10,283 -2,5838 
5,9 0,7421 -3,6679 7,8727 0,1790  -10,861 -2,7219 
6,0 0,5551 -5,1594 10,727 0,1361  -11,445 -2,8639 
6,1 0,3656 -8,2336 16,739 0,0907  -12,038 -3,0102 
6,2 0,1700 -18,591 37,308 0,0424  -12,643 -3,1609 
2π -0,0000 -∝ +∝ 0,0000  -13,159 -3,2898 
Âîñïîëüçóåìñÿ äàííûìè ýòîé òàáëèöû äëÿ îòäåëåíèÿ êîðíÿ óðàâ­

íåíèÿ óñòîé÷èâîñòè (10.9) â èíòåðâàëå äëèíîé 0,4. Ïðîöåäóðà îòäåëåíèÿ 
òðåáóåò íàëè÷èÿ òàáóëèðîâàííîé ñ óêàçàííûì âûøå èíòåðâàëîì ôóíê­
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öèè îïðåäåëèòåëÿ óñòîé÷èâîñòè f (v), çíà÷åíèÿ êîòîðîé â òî÷êàõ v
 i
= i•0,4 

(i = 1, 2, 3, ... ) âû÷èñëÿþòñÿ îäíèì èç èçâåñòíûõ ñïîñîáîâ (íàïðèìåð, 
ñïîñîáîì ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ óñòîé÷èâîñòè ïî ýëåìåíòàì ñòðîêè). 

⎛ 4,115 1,002 0,1635 ⎞

f (0,4 ) = det ⎜

⎜ 1,002 2,989 0,3333 ⎟
⎟ = 1,386;


⎜0,1636 0,3333 0,1606 ⎟
⎝ ⎠

⎛ 3,956 1,010 0,1542 ⎞


f (0.8 ) = det ⎜
⎜ 1,010 2,957 0,3333 ⎟

⎟ = 1,115;

⎜0,1543 0,3333 0,14252 ⎟
⎝ ⎠ 

" 
Òàáóëèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïðåäñòàâëåíà â òàáë. 10.2. 

Òàáëèöà 10.2 

v 

f 

v 

f 

0,4 0,8 1,2 1,6 2,0 2,4 2,8 3,2 

1,386 1,115 0,7056 0,2277 −0,1651 5,585 −1,282 −0,2787 

3,6 4,0 4,4 4,8 5,2 5,6 6,0


−2,728 1,707 15,76 8,363 7,072 12,57 1326


Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íà èíòåðâàëàõ (1,6; 2,0), (2,4; 2,8) è 
(3,6; 4,0) ôóíêöèÿ ìåíÿåò çíàê, ÷òî ãîâîðèò î íàëè÷èè õîòÿ áû îäíîãî 
êîðíÿ â êàæäîì èç ýòèõ èíòåðâàëîâ. Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ìèíè­
ìàëüíîå çíà÷åíèÿ êîðíÿ, ïîñòîëüêó óòî÷íåíèå çíà÷åíèÿ ýòîãî êîðíÿ 
(òàáë. 10.3) áóäåì ïðîâîäèòü ñïîñîáîì ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ íà èíòåð­
âàëå (1,6; 2,0). 

Òàáëèöà 10.3 

v 

f 

v 

f 

1,8 1,9 1,85 1,825 

0,003040 −0,09231 −0,04674 −0,02231 

1,8125 1,80625 1,803125 1,8015625 

−0,009741 −0,003379 −0,0007617 0,001426 

Ïîñëå âûáîðà ñåðåäèíû íà÷àëüíîãî èíòåðâàëà (v = 1,8) ïðîöåññ 
óìåíüøåíèÿ èíòåðâàëà ñîäåðæàíèÿ êîðíÿ (èíòåðâàëà ñ ðàçíîçíàêîâûìè 
çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè f íà êîíöàõ) ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò äâèæåíèÿ ëåâîé 
ãðàíèöû – îíà ïðèáëèæàåòñÿ ê ïðàâîé. È òîëüêî â òî÷êå v = 1,8015625 
íóæíî íà ñëåäóþùåì øàãå äâèãàòü ïðàâóþ ãðàíèöó, âûáèðàÿ î÷åðåäíîé 
èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé êîðåíü. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðîöåññ íå èìååò êîíöà, 
åñëè íå âûñòàâèòü òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè ðåøåíèÿ. Îãðàíè÷èìñÿ ïîãðåø­
íîñòüþ ðåøåíèÿ, ðàâíîé ïîëóðàçíîñòè ïîñëåäíåãî èíòåðâàëà, ò.å. 
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|1,803125-1,8015625| = 0,0015625. À çà çíà÷åíèå êîðíÿ ïðèìåì çíà÷åíèå 
ñåðåäèíû èíòåðâàëà v êð = 1,802 ñ àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ 0,002. 

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ìàñøòàáà êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè: 
2 

1802 FG1802 , JI , 
EJ 

vêð ≈ , ⇒ Pêð ≈ H 4a K EJ = 0 203 
a2 . 

(10.10) 

Ñðàâíåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà ñ îöåíêîé (10.3) ïîêàçûâàåò, ÷òî íàé­
äåííîå çíà÷åíèå ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (0,167; 0,365), êîòîðûé íàçíà­
÷åí ýòîé îöåíêîé, è ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ êîýôôèöèåíòà ïðèâåäåí­
íîé äëèíû, ðàâíîìó 

π π πμ 2 4  = = = = 0 671  − , . 
2 4− , ðê 2 598 ⋅ vêð 2 598 1802 ,v , , ⋅ 

Ýòîò ðåçóëüòàò ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïåðåìåùåíèÿ ñå÷åíèÿ 2 (ïîâî­
ðîò è ëèíåéíîå ãîðèçîíòàëüíîå) íå ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè, î ÷åì è øëà 
ðå÷ü ïðè îáñóæäåíèè îöåíêè (10.3). 

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé ñèëû ÿâëÿ­
åòñÿ ïðèáëèæåííûì, õîòÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå òî÷íûì, ÷åì îöåíêà (10.3). 
Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ïðèìåíåíèå äàííûõ òàáë. 10.1 (ïðè ðó÷­
íîì ñ÷åòå) íå èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòè ïîòåðè ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 
êîðíÿ, åñëè âûáðàòü èíòåðâàë îòäåëåíèÿ ñëèøêîì áîëüøèì. 

Ãàðàíòèðîâàòü ïîëó÷åíèå ìèíèìàëüíîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ óñòîé­
÷èâîñòè, ðàâíî êàê è ìèíèìàëüíóþ ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ 
êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, ìîæíî òîëüêî íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ äëÿ ðàñ÷å­
òà ÝÂÌ, îñíàùåííîé ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîãðàììíûì îáåñïå÷åíèåì. 

10.4. ПОСТРОЕНИЕ ФОРМЫ ПОТЕРИ УСТОЙЧИВОСТИ 

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé êðè­
òè÷åñêîìó çíà÷åíèþ íàãðóçêè èñïîëüçóåòñÿ ÊÑÓ ìåòîäà ïåðåìåùåíèé, 
êîýôôèöèåíòû êîòîðîé âû÷èñëåíû ïðè çíà÷åíèè àðãóìåíòà v = v êð. 

LMLM +15 , ϕ 1b g b g 1802 + 2ϕ 1802 , +PO EJ O, 2 EJ 
, , 4b2 598 1802 b g 2MMN+0 6666 , ϕ 2b2 598 1802 , ⋅ , g PQ a 

+ϕ 3 1802 
a 

+01666 ϕ , ⋅ , g
a

EJ 

PPRZ1U R0UM EJ EJ EJ P| | | |M +ϕ 3b g1802 , +2ϕ 2 1802 +, 1 +0 3333 , 
a PP|SZ

Z 

3

2|V
= 
|T
S
0

0
|W
V ;b g 2MM

+01666 ϕ b , ⋅ , 

a 

g EJ L+0 05555 , η , ⋅ , g +O PT
a 2 

+0 3333 
a

EJ 
2 

a 

MN+01111 , 

2b2 598 1802 

QP a
EJ 

3 PP 
W

, 4 2 598 1802 ,MMN Q
L EJ EJ EJ OM 2 814 , 1060 , 0 09310 

a 2 PRZ1U R0U
, 

a aM EJ EJ EJ P| | | |
M 1060 

a 
2 773 , 

a 
0 3333 , 

a P|
Z V| 

= 
|
0V|

.M , 2 
PS 2 S

M EJ EJ EJPTZ 3 W T0WM0 09434 , 2 0 3333 , 2 0 04073 3 Pa a aN , Q 
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Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâåí íóëþ ïðè 
çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ, âû÷èñëåííûõ îò v êð , òî ñèñòåìà èìååò íåîä­
íîçíà÷íîå ðåøåíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåëüçÿ îïðåäåëèòü àáñîëþòíûå 
çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé. Ïîýòîìó, ïðåîáðàçîâàâ ïðåäâàðèòåëüíî ñèñòå­
ìó ê áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðàì, çàäàåìñÿ åäèíè÷íûì çíà÷åíèåì îä­
íîãî èç íèõ (íàïðèìåð, ïîñëåäíåãî ïî íîìåðó). Ýòî ïîçâîëÿåò âìåñòî 
èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ðåøàòü ñèñòåìó ñ ðàçìåðíîñòüþ íà åäè­
íèöó ìåíüøåé (èç ñèñòåìû óäàëÿåòñÿ óðàâíåíèå ñ òåì æå íîìåðîì, ÷òî 
è ïåðåìåùåíèå ñ íàçíà÷åííûì çíà÷åíèåì). Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ñèñòåìû 
ñòàíîâèòñÿ íåîäíîðîäíîé è ðåøàåòñÿ ëþáûì èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ñèñ­
òåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (Ãàóññà, Êðàìåðà è äð.). 

R ~1 
R Z1 / cEJ a L 2 814 , , 0 09310 R ~1 U RZ U / h U 1060 , O Z 0U 

~ V| = 
||

Z	 / EJ / a 
||

, 2 773 0 3333 Z~2 V| = 0V|S|Z 2 S	 2 c h
||
V ⇒ MMM 

1060 , , PPP
S| S| ; 

Z~3 
||TZ 3 / eEJ / a jW N0 09434 0 3333 , 0 04073Q Z~3 W| W|T| W| 2 , , T| T|0 

~ 1 
L , 1060 , RS|Z

~ 
V| =

− , UVW ⇒ 
RS|Z V| 0 0142 

(10.11) 

Z 3 = ⇒	
2 814 O 1U RST 

0 09310 ~
1U = 
RST 

, UVW . 1060 Z 2 , Z~2 0126NM , 2 773 , QPT| ~ W| −0 3333 T| W| − , 

Ïîñòðîåíèå ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðîâîäèòñÿ ïî íàéäåí­
íûì ïåðåìåùåíèÿì ñ ó÷åòîì, òîãî, ÷òî çíàê «–» â çíà÷åíèè îòíîñèòåëü­
íîãî ïåðåìåùåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî îíî ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ, óêà­
çûâàåìîìó ñîîòâåòñòâóþùèì åäèíè÷íûì ïåðåìåùåíèåì (ïðè ïîñòðîå­
íèè ýïþð). Íà ðèñ. 10.12 ïîêàçàíà ïîëó÷åííàÿ ôîðìà ïîòåðè 
óñòîé÷èâîñòè. 

EJ
0,609 2 

à á 

1
2 3

5

4

Z1 Z 2Z 3 2
0,406 

EJ 
a 

~Z 3 1= +

~ ,Z1 0 0142= +

~ ,Z 2 012= −

2
0,406 

EJ 
a 

a 

Ðèñ. 10.12 

Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè çàâåðøåíî, ïîñêîëüêó 
íàéäåíî çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè è ïîñòðîåíà ôîðìà ïîòåðè óñ­
òîé÷èâîñòè, ýòîé íàãðóçêå ñîîòâåòñòâóþùàÿ (ñì. ðèñ. 10.12) . 

Íà ðèñ. 10.13 ïðèâåäåí îïåðàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è 
óñòîé÷èâîñòè, ðåàëèçîâàííûé â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå. 
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значения сжатогорасчетная тический критической участка 1 
= a ; схема анализ нагрузкиl k ЗРС Pêð 

E J  = EJ  k k  

предельных критического

случаев значения

опирания параметра

участка 1 нагрузки Pêð, 1


на участке 1

Оценка проведена не на всех сжатых участках 

Обобщенная
формула Эйлера. Наличие УчтеныТабличные эпюры Рис. 10.2. Наличие упруго всеметода перемещений Способ продольных опертых

W 
эквивалент- сжатыеузловых концов участкистержней.

для сжато-изогнутых ≤ 0 ного стержня сил участка Рис. 10.2. ЗРС 
*В 

Рис. 10.1. Полный Оценка Выделение Рис. 10.3. Ф. (10.1).
Pk = P ; Заданная кинема Определение Оценка

Ф. (10.4).
Уравнения

Метод равновесия
перемещений Рис. 10.1. Число Рис. 10.7. узлов
для сжато- Характеристики кинематических с дополнинеизвестных Табличныеизогнутых расчетной эпюры тельными

стержней схемы N = n ó + n ë связями


*A *C 
Приближенное Рис. 10.8, Рис. 10.9. , Рис. 10.10. , Рис. 10.11.

определение ф. (10.4). ф. (10.5). ф. (10.6)-(10.8). ф. (10.9).

параметра Назначение Назначение Построение Определение
критической масштаба для основной эпюр элементов
нагрузки Pêð 

безразмерного системы от единичных определителяпараметра метода перемещений. устойчивостинагрузки v перемещений Вычисление для ЗРС (ОСМП) ординат
усилий
на эпюрах 

Табл. 10.1. Табл. 10.1.
Значения Значения
функций функций Ф. (10.4).
метода метода Связь
перемещений. перемещений безразмерного
Способы . и размерного

Перемещения

Интервал участка,

с мини- теряющего

мальным устойчивость,

значением опирании 

при упругом
Pêð 

Ф. (10.3.) Рис. 10.6.
*А


Оценка Построение
критического формы
значения потери
параметра устойчивостинагрузки Pêð по оценке
для ЗРС.

Выделение Pêð


участка,

теряющего

устойчивость


Запись КСУ
в относи

Ркр тельных
попадает перемещениях
в Методы Рис. 10.12.

вычисления Метод параметров Ф. (10.3), интервал решения Решение
определителя деления оценки Ф. (10.11) задачи половинного нагрузки ф. (10.10). СЛАУ 

Табл. 10.2. Табл. 10.3.
Отделение Уточнение
минимального минимального
корня корня
уравнения уравнения
устойчивости устойчивости 

Ф. (10.10).
Назначение
критических
значений
параметров
нагрузки
v êð и Pêð. 

Сравнение
интервала
оценки и
прибли-
женного
значения
для Ðêð.

Приближенное значение Ркр

не попадает в интервал оценки
*В 

Повторная оценка Ркр 

Приближенное значение Ркр не попадает в интервал оценки*C 
Контроль реализации метода перемещений 

Ðèñ. 10.13 

Ф. (10.11).
Определение
относительных
узловых
перемещений
при потере
устойчивости 

Рис. 10.12.
Построение
формы
потери
устойчивости
по оценке
Pêð 
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Г Л А В А  11 
КОЛЕБАНИЯ ПЛОСКИХ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ 

11.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ РАСЧЕТА 

Êîëåáàíèÿ ñòðîèòåëüíîé êîíñòðóêöèè âîêðóã ðàâíîâåñíîãî äåôîð­
ìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â èçìåíåíèè õàðàêòåðèñòèê íàïðÿ­
æåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) âî âðåìåíè t ïî çàêîíó, õà­
ðàêòåðèçóþùåìóñÿ íåêîòîðûì ïåðèîäîì, ïî ïðîøåñòâèè êîòîðîãî çíà­
÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê ÍÄÑ ïîëó÷àþò çíà÷åíèÿ, õàðàêòåðíûå äëÿ 
ñîñòîÿíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. 

Ïðè÷èíîé ïîäîáíîãî ïîâåäåíèÿ êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåùåíèå 
ìàññû êîíñòðóêöèè ñ óñêîðåíèåì, ÷òî ìîæåò ïðîèñõîäèòü êàê ïîä äåéñòâè­
åì äèíàìè÷åñêîé (èçìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè) íàãðóçêè, òàê è â ðåçóëüòàòå 
âíåçàïíîãî èñ÷åçíîâåíèÿ ñòàòè÷åñêîé íàãðóçêè èëè åå ÷àñòè, ïðèëîæåííîé 
ê äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìå, íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ. Âîçíè­
êàþùèå ñèëû èíåðöèè ïðèëîæåíû ê êàæäîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êå êîíñò­
ðóêöèè (ò.å. ðàñïðåäåëåíû ïî åå ìàòåðèàëüíîìó îáúåìó), à èõ âåëè÷èíà è 
íàïðàâëåíèå îïðåäåëÿþòñÿ âòîðûì çàêîíîì Íüþòîíà. Ýòè ñèëû ÿâëÿþòñÿ, 
ïî ñóùåñòâó, äîïîëíèòåëüíîé íàãðóçêîé. 

Íèæå áóäóò èññëåäîâàòüñÿ êîëåáàíèÿ, ñîïðîâîæäàþùèåñÿ ìàëûìè 
(â ñðàâíåíèè ñ ðàçìåðàìè ñòåðæíåâûõ ýëåìåíòîâ) ëèíåéíûìè è óãëîâûìè 
ïåðåìåùåíèÿìè òî÷åê îñåé ðàñ÷åòíîé ñõåìû ïîä âîçäåéñòâèåì óïðóãèõ 
âíóòðåííèõ ñèë, ñèë èíåðöèè (ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ) è, âîçìîæíî, âíå­
øíèõ ñèë (âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ðàññìàòðèâàåò­
ñÿ îñíîâíàÿ ÷àñòü ïðîöåññà, êîòîðàÿ ïðîèñõîäèò ñ ÷àñòîòîé θ èçìåíåíèÿ 
íàãðóçêè (óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ). 

Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè àíàëèçå âîçíèêàþùèõ õàðàêòåðèñòèê ÍÄÑ ìû, 
êàê è ðàíåå, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ðàñ÷åòíîé ñõåìîé êîíñòðóêöèè. Ñàìûì 
ïðîñòûì ñïîñîáà ó÷åòà ñèë èíåðöèè I

k
(t) ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå â òðàäèöèîí­

íóþ ðàñ÷åòíóþ ñõåìó íåñêîëüêèõ òàê íàçûâàåìûõ «òÿæåëûõ» òî÷åê, â êî­
òîðûõ ñîñðåäîòî÷åíà ðàñïðåäåëåííàÿ ïî îáúåìó ìàññà ñòåðæíåâîé êîíñò­
ðóêöèè. Âåëè÷èíû ýòèõ ìàññ mk  îáû÷íî ïðîïîðöèîíàëüíû äëèíå ó÷àñòêà, 
â ñåðåäèíå êîòîðîãî ïðèëîæåíà äàííàÿ ìàññà. Ïîcêîëüêó êîëè÷åñòâî 
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òÿæåëûõ òî÷åê îãðàíè÷åíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà íàçûâà­
åòñÿ ñõåìîé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì W ä äèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, 
êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé èç ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèë èíåð­
öèè, äåéñòâóþùåé âäîëü îñåé ãëîáàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â êàæäîé 
òÿæåëîé òî÷êå (âðàùåíèåì ìàññ ïðåíåáðåãàþò!). 

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì äèíàìè÷åñêèõ ñòå­
ïåíåé ñâîáîäû ôîðìèðóþòñÿ íà îñíîâå ïðèíöèïà Äàëàìáåðà, ò.å. êàæäàÿ 
òÿæåëàÿ òî÷êà èñïûòûâàåò âîçäåéñòâèå óïðóãèõ ñèë, ñèë èíåðöèè è, âîç­
ìîæíî, ñîñðåäîòî÷åííûõ íàãðóçîê. Ïðè ýòîì â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè óäîâ­
ëåòâîðÿþòñÿ óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèë â êàæäîé ïîäîáíîé òî÷êå. 

Ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò î äâèæåíèè â ôîðìå êîëåáàíèé, òî âñå íà­
ãðóçêè è õàðàêòåðèñòèêè ÍÄÑ èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè ïî çàêîíó, îïè­
ñûâàåìîìó ôóíêöèÿìè òèïà HAsin(B+τ •t), ãäå HA – àìïëèòóäà, Â – 
ôàçà, τ– êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé, ñâÿçàííàÿ ñ ïåðèîäîì T êîëå­
áàíèé ôîðìóëîé Ò=2π/τ. 

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ îïðåäåëåíèþ ïîäëåæàò 
àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ ñèë èíåðöèè I Ak è èõ âêëàä â èçìåíåíèå êàðòè­
íû ðàñïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ÍÄÑ (àìïëèòóäíûå ýïþðû óñèëèé) â 
ñðàâíåíèè ñî ñòàòè÷åñêèì ïðèëîæåíèåì íàãðóçêè, çàäàííîé ñâîèìè ìàê­
ñèìàëüíûìè (àìïëèòóäíûìè) çíà÷åíèÿìè q A, P A, MA. Êðîìå òîãî, ó÷è­
òûâàÿ âàæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ðàñòÿíóòûõ âîëîêîí ñå÷åíèÿ â 
òî÷êàõ îñè, òðåáóåòñÿ òàêæå ïîñòðîèòü äåôîðìèðîâàííóþ ñõåìó â ìî­
ìåíò âîçíèêíîâåíèÿ àìïëèòóäíûõ çíà÷åíèé óñèëèé. 

11.2. О СВЯЗИ ЗАДАЧИ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 
И ЗАДАЧИ УСТОЙЧИВОСТИ 

Íàáëþäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ëþáîå óïðóãîå òåëî, ó÷àñòâóþùåå â 
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ, ìîæåò äâèãàòüñÿ ñ íåñêîëüêèìè ÷àñòîòàìè ω

 s
. 

Áóäó÷è óïîðÿäî÷åííûìè ïî âîçðàñòàíèþ, ýòè ÷àñòîòû îáðàçóþò ñïåêòð 
÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Çíà÷åíèå ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáà­
íèé, ñ êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ êîíêðåòíûé äèíàìè÷åñêîé ïðîöåññ, çà­
âèñèò îí íà÷àëüíûõ óñëîâèé, â êîòîðûõ îí âîçíèêàåò. 

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ñóùåñòâóåò ÿâëåíèå ðåçîíàíñà, êîãäà áëèçîñòü ÷à­
ñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ θ ê îäíîé èç ÷àñòîò ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ 

êîëåáàíèé âûçûâàåò ðåçêîå âîçðàñòàíèå àìïëèòóäíûõ çíà÷åíèé õàðàêòå­
ðèñòèê ÍÄÑ ðàñ÷åòíîé ñõåìû. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü çàäà÷ó îá 
îïðåäåëåíèè ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ïðè êîòîðîé 
âîçìîæíî ÿâëåíèå ðåçîíàíñà (ñðàâíèòå ñ çàäà÷åé îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñ­
êîé íàãðóçêè â çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè), à çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ óñòàíîâèâ­
øèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ðåøàòü ïðè çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû èç 
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ìåíåíèÿ íàãðóçêè, áëèçêîé ê ýòîé ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòå ñîáñòâåííûõ 
êîëåáàíèé è íåñêîëüêèì áîëåå âûñîêèì ÷àñòîòàì. Íàïðèìåð, ïðè èñ­
ñëåäîâàíèè êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäíûõ ïåðåõîäîâ áîëüøîé ïðîòÿæåí­
íîñòè èññëåäóåòñÿ äî ñîðîêà ÷àñòîò ñïåêòðà. 

Èíòåðåñíî îòìåòèòü è äðóãîå: ïðè ôîðìàëèçàöèè çàäà÷è ñîáñòâåí­
íûõ êîëåáàíèé â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ âíåøíèõ ñèë ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå­
ëüþ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé 
îòíîñèòåëüíî àìïëèòóäíûõ ïåðåìåùåíèé Y A

s
 òÿæåëûõ òî÷åê ñ êîýôôèöè­

åíòàìè, çàâèñÿùèìè îò ÷àñòîòû ω
 s 

ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Ò.å. íàëèöî 
ïîëíàÿ òîæäåñòâåííîñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè 
è çàäà÷è ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Ïîíÿòíî, ÷òî ìåòîäû ðåøåíèÿ ñîîòâåò­
ñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ òàêæå ÿâëÿþòñÿ îáùèìè. 

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâîäÿ àíàëîãèþ ìåæäó äâóìÿ çàäà÷àìè, ìîæíî 
îòìåòèòü, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîé ÷àñòî­
òå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, óçëîâûå ïåðåìåùåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñâÿ­
çåé – àìïëèòóäíûì ïåðåìåùåíèÿì òÿæåëûõ òî÷åê ïî íàïðàâëåíèÿì 
äèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, à ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè – ôîð­
ìå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñ ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòîé ñïåêòðà. 

Ñîîòâåòñòâåííî îòìå÷åííîé àíàëîãèè è áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó êî­
ëåáàíèé: âíà÷àëå íàéäåì ìèíèìàëüíóþ ÷àñòîòó ωïóòåì îöåíêè åå çíà­

÷åíèÿ è ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìó êîëåáàíèé, çàòåì óòî÷íèì 
çíà÷åíèå ýòîé ÷àñòîòû è ôîðìó êîëåáàíèé, è, íàêîíåö, ðåøèì çàäà÷ó î 
ïîñòðîåíèè ýïþð àìïëèòóäíûõ çíà÷åíèé îïðåäåëÿþùèõ óñèëèé â ñëó­
÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé θ, áëèçêîé ê 
íàéäåííîé ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ω. 

11.3. ОЦЕНКА ЧАСТОТЫ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 
СИСТЕМЫ С КОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ СТЕПЕНЕЙ СВОБОДЫ 

Â êà÷åñòâå çàäàííîé ðàñ÷åòíîé ñõåìû (ÇÐÑ) ðàññìîòðèì ñõåìó, 
ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 11.1. 
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11.3.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЧИСЛА ДИНАМИЧЕСКИХ СТЕПЕНЕЙ СВОБОДЫ 

Îïðåäåëèì ÷èñëî äèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, êîòîðûìè îá­
ëàäàþò ìàññû â ÇÐÑ, ñïîñîáîì, îñíîâàííûì íà òîì, ÷òî êàæäàÿ òÿæå­
ëàÿ òî÷êà íà ïëîñêîñòè â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò èìåòü äâå ëèíåéíûå 
ñòåïåíè ñâîáîäû. Íàñ, îäíàêî, èíòåðåñóþò òîëüêî òå èç íèõ, äåéñòâèå 
âäîëü êîòîðûõ ñèë èíåðöèè, ïðèëîæåííûõ ê òÿæåëîé òî÷êå, âûçîâåò 
ïîÿâëåíèå îïðåäåëÿþùèõ äåôîðìàöèé (èçãèá â áàëêàõ, ëîìàíûõ áðóñü­
ÿõ è ðàìàõ; ðàñòÿæåíèå-ñæàòèå â ñòåðæíÿõ ôåðì). 

Íà ðèñ. 11.2, à ïîêàçàíî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî äèíàìè÷åñêèõ ñòåïå­
íåé ñâîáîäû, êîòîðûì îáëàäàåò ÇÐÑ. À íà ðèñ. 11.2, á îòìå÷åíû ýôôåê­
òèâíûå ñòåïåíè ñâîáîäû. Ïðè ïîñòðîåíèè ñõåìû ðåàëèçàöèè äèíàìè­
÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû âàæíî ó÷èòûâàòü âåëè÷èíó ìàññû, êîòîðàÿ 
áóäåò ñîçäàâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèëó èíåðöèè. 

Wä, 4 mb g 
Wä,1(3m) Wä, 2bm + 3mg Wä,1(3m) 

Wä, 3 mb g 
Wä, 6  2m 

b g
Wä, 2  3mb g b g 

Wä, 3  2mb gWä, 5  2m 

à á 

Ðèñ. 11.2 

Ïîÿñíèì ïðèíöèï îòáîðà äèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. 
Âî-ïåðâûõ, â ÇÐÑ îïðåäåëÿþùèìè ÿâëÿþòñÿ äåôîðìàöèè èçãèáà, 

ïîýòîìó ðàñòÿæåíèåì-ñæàòèåì ñòîéêè è ðèãåëÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Èç 
ðèñ. 11.2, à âèäíî, ÷òî 4-ÿ è 5-ÿ ñòåïåíè ñâîáîäû ìîãóò áûòü ðåàëèçîâà­
íû òîëüêî çà ñ÷åò îñåâûõ äåôîðìàöèé ó÷àñòêîâ ñòîéêè, ïîýòîìó èõ ìîæíî 
íå ó÷èòûâàòü (ýòèì äåôîðìàöèÿì ñîîòâåòñòâóþò áîëåå âûñîêèå ñîá­
ñòâåííûå ÷àñòîòû). Ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå íåò ñìûñëà ó÷èòûâàòü 
ðàçíèöó ìåæäó 3-é è 1-é ñòåïåíÿìè, èáî îíà ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî çà ñ÷åò 
ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ ó÷àñòêà ðèãåëÿ ìåæäó ìàññàìè. Îñòàâøèåñÿ ñòå­
ïåíè ñâîáîäû ðåàëèçóþòñÿ çà ñ÷åò ïîïåðå÷íûõ ïåðåìåùåíèé òÿæåëûõ 
òî÷åê (èçãèáà îñåé ó÷àñòêîâ): 2-ÿ ñòåïåíü èçãèáàåò âòîðîé ó÷àñòîê ðèãå­
ëÿ, 3-ÿ (èëè 1-ÿ) èçãèáàåò ñòîéêó, 6-ÿ òàêæå èçãèáàåò ñòîéêó. 

Âî-âòîðûõ, òðè äèíàìè÷åñêèå ñòåïåíè ñâîáîäû, ñâÿçàííûå ñ èçãè­
áîì, ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü òðè ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, êîòîðûå 
çàâåäîìî íèæå òåõ, êîòîðûìè ìû ïðåíåáðåãëè. Ïîýòîìó íà ðèñ. 11.2, á 
ïðîèçâåäåíà ïåðåíóìåðàöèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ñèëû èíåð­
öèè, äåéñòâóþùèå ïî ýòèì íàïðàâëåíèÿì, è îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå ðàñ­
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÷åòíîé ñõåìû. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èç-çà íåðàñòÿæèìîñòè îñè ðèãåëÿ 
ìàññû, ðàñïîëîæåííûå íà íåì, â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè áóäóò 
äåéñòâîâàòü ñîâìåñòíî, ÷òî è îòìå÷åíî íà ðèñ. 11.2, á. 

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ýôôåêòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâî­
áîäû W  = 3.ä

11.3.2. ФОРМУЛЫ ОЦЕНКИ МИНИМАЛЬНОЙ ЧАСТОТЫ 

Îïðåäåëåíèå èíòåðâàëà, ñîäåðæàùåãî çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîé ÷à­
ñòîòû, ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì Áåðíøòåéíà-Ñìèðíîâà: 

1 B1< ω < ;
4 B2 B2 (11.1) 

Wä WäWä 

B = ∑ δ m ; B = ∑ ∑ δ 2 m m  .1 i i  i 2 i k  i k

i=1 i=1k=1


Çäåñü δ i k – ïåðåìåùåíèå òÿæåëîé òî÷êè â íàïðàâëåíèè W ä, i îò 
äåéñòâèÿ åäèíè÷íîé ñèëû èíåðöèè ïî íàïðàâëåíèþ W ä, k . Óêàçàííûå 
ïåðåìåùåíèÿ â ÇÐÑ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ìàòðè÷íûì ôîðìóëàì ñòàòèêè 

B= e jT e jδ i k  Mi
I Mk

I 
. 

Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà: îöåíêà ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòû ïðåäëîæå­
íà Ñ.À. Áåðíøòåéíîì, ïîçæå À.Ô. Ñìèðíîâûì áûëî ïðåäëîæåíî áîëåå 
ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ ïðàâîé ãðàíèöû èíòåðâàëà. Â ýòîì âèäå îöåí­
êà è ïðèâåäåíà âûøå. 

11.3.3. ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮР НАПРАВЛЯЮЩИХ УСИЛИЙ В ЗРС 

Èòàê, áëèæàéøàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü ïå­

ðåìåùåíèÿ δ i k
 â ÇÐÑ îò äåéñòâèÿ åäèíè÷íûõ ñèë èíåðöèè I k = 1, êîòî­

ðûå ïðèëîæåíû â íàïðàâëåíèÿõ, çàäàííûõ íà ðèñ. 11.2, á. Äëÿ ïðîâåäå­
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé íàì ïîòðåáóþòñÿ ýïþðû èçãèáàþùèõ 

ìîìåíòîâ Mk
I  â ÇÐÑ îò äåéñòâèÿ âñå òåõ æå åäèíè÷íûõ ñèë èíåðöèè, 

êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå áóäóò íàïðàâëÿþùèìè è ãðóçîâûìè îäíîâðå­
ìåííî. Ïî ýòèì ýïþðàì è ñõåìå äèñêðåòèçàöèè ñòðîèòñÿ íàïðàâëÿþ­

ùàÿ (îíà æå ãðóçîâàÿ) ìàòðèöà Mk
I  è ìàòðèöà ïîäàòëèâîñòè B , íå­e j

îáõîäèìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèé ïî ìàòðè÷íûì ôîðìóëàì. Ïðè 

ýòîì íàïðàâëÿþùàÿ ìàòðèöà Mk
I  ñîäåðæèò êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ, ðàâ­e j

íîå êîëè÷åñòâó ýôôåêòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû W ä . 
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Ïåðåä ïîñòðîåíèåì ýïþð óñèëèé òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü êèíåìàòè­
÷åñêèé àíàëèç ÇÐÑ. Îñîáåííîñòü ïðîâåäåíèÿ êèíåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà 
â çàäà÷å êîëåáàíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èìååò ñìûñë îïðåäåëÿòü íå 
òîëüêî ñòåïåíü ñòàòè÷åñêîé íåîïðåäåëèìîñòè, íî è ñòåïåíü êèíåìàòè­
÷åñêîé íåîïðåäåëèìîñòè ðàñ÷åòíîé ñõåìû, ïîñêîëüêó äëÿ ñòàòè÷åñêè 
íåîïðåäåëèìîé ÇÐÑ èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ïåðåìåùåíèé ïðè ïîñòðîå­
íèè ýïþð ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíåå òðóäîåìêèì, íåæåëè ïðèìåíåíèå ìå­
òîäà ñèë. Ðåçóëüòàòû òàêîãî àíàëèçà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 11.3. 

3

6 7

4

5
Z1 Z 24 5 6 7 4 5 6 7

3 3 

2 2 n ó = 2 

1 1 1

2 W1në = 1 

W = ⋅ − 2 0  ⋅ − = −2 W = ⋅3 3  − 2 2  − =  13 1  5  ⋅ 4 

N = n ó + n ë = +2 1  = 3 
à á â 

Ðèñ. 11.3 

Ïîñêîëüêó ñòåïåíü ñòàòè÷åñêîé íåîïðåäåëèìîñòè (ðèñ. 11.3, à) íèæå 
ñòåïåíè êèíåìàòè÷åñêîé îïðåäåëèìîñòè (ðèñ. 11.3, á-â), ÊÑÓ ìåòîäà 
ñèë áóäåò èìåòü ìåíüøóþ ðàçìåðíîñòü, è ïîñòðîåíèå ýïþð ðåêîìåíäó­
åòñÿ ïðîâîäèòü ìåòîäîì ñèë. 

Ïðè âû÷èñëåíèè îðäèíàò ýïþð óñèëèé ñëåäóåò ïîìíèòü î òîì, ÷òî ïî 
ýòèì îðäèíàòàì áóäóò çàïîëíÿòüñÿ ìàòðè÷íûå íàáîðû äàííûõ, íåîáõîäè­
ìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèé δ i k , ïîýòîìó ñëåäóåò ðàçðàáîòàòü ñõå­
ìó äèñêðåòèçàöèè, îñíîâûâàÿñü íà âèäå âíåøíèõ íàãðóçîê è òî÷êàõ ïðè­
ëîæåíèÿ ñèë èíåðöèè. Äëÿ çàäà÷è ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà ñõåìà äèñ­
êðåòèçàöèè ïðèâåäåíà íà ðèñ. 11.4, ãäå óêàçàíû íîìåðà ó÷àñòêîâ, íîìåðà 
êîíòðîëèðóåìûõ ñå÷åíèé è ïðàâèëî çíàêîâ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö. 

I
II

III Y

1,
5a

1,
5a

 

2a a 2aa 

+ -

+
-

2 
3 

8 

11 

9 10  

IY

4 
5 6 7 

1 

Ðèñ. 11.4 
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Ýïþðû îò åäèíè÷íûõ ñèë èíåðöèè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 11.5. 

0,5500 
0,1250 

M I 1 , a 

I1 = 1 
0,3000 

0,6000 

à á 

I 2 = 1 
0,6000 0,3750 

0,1500 M I 2 , a 

3,
00

0 

0,3000 

1,
50

0 

ã 

0,3000 0,18750,0750 M3 
I , a 

3,000 

â 

1,
50

0 0,1500 I 3 = 1 
1,500 

ä å 

Ðèñ. 11.5 

Ïî äàííûì ðèñ. 11.5 ñ ó÷åòîì ñõåìû äèñêðåòèçàöèè (ñì. ðèñ. 11.4) 

ñîáèðàåòñÿ íàïðàâëÿþùàÿ ìàòðèöà Mk
I :e j

1 L 0 0 0 OM P
2 M 0 −1500 , −1500 P, 

3 M 0 −1500 , −1500 P, PM
5

4 MMM
0

0 

−3 000 , −1500 P, 

−3 000 , −1500 PP, 

MI = 6 − , + , + , P ⋅ (11.2)0 3000 0 6000 0 3000 a .e j Mi k  

,M +0 6000 7 M−0 3000 , +0 3000 P, P
8 M+01250 , +0 3750 , +01875 P, 

9 MM+0 5500 , +01500 , +0 0750 PP, 

M+0 5500 10 , +01500 , +0 7500 P, 

11 NM−0 6000 , −0 3000 , −01500 , QP 
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Ñëåäóþùèì øàãîì â ïîäãîòîâêå äàííûõ ê âû÷èñëåíèþ ïåðåìåùåíèé 
ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìàòðèöû ïîäàòëèâîñòè äëÿ ÇÐÑ. Ýòî ïîñòðîåíèå îñíî­
âàíî íà äàííûõ î ÇÐÑ (ñì ðèñ. 11.1) è ñõåìå äèñêðåòèçàöèè (ñì. ðèñ. 11.4). 

, L2 1  a L2 1  2a 
L1 0 0O 

15a 2 M PbI = bII  = ; bIII  = bV = ; bIV  = 0 4  0 ;M1 2  
OP 6 2⋅ EJ M1 2  

OP ⋅ M P6EJ 6 2EJN Q N Q NM0 0 1QP 
a L6 3  a L4 2  a ML2 0 0PO bI = bII  = ; bIII  = bV = ; bIV  = 0 8  0 . 

12EJ NM3 6Q
OP 12  EJ NM2 4Q

OP 12  EJ M PM0 0 2PN Q
Ïîäðîáíîñòè îñóùåñòâëÿåìûõ äåéñòâèé èçëîæåíû ðàíåå â ïðèìå­

ðå âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèé îò ñòàòè÷åñêîé íàãðóçêè (ãëàâà 6, ï. 6.3). 
Íàïîìíèì òîëüêî, ÷òî âûäåëåíèå íàèìåíüøåãî îáùåãî ìíîæèòåëÿ â 
êàæäîé èç ïîäìàòðèö ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíîé îïåðàöèåé, ïîñêîëüêó áåç 
íåå íåëüçÿ ñîáðàòü ìàòðèöó ïîäàòëèâîñòè ÇÐÑ (11.3). 

1 2  3 4  5 6  7 8  9 10  11  

1 L6 3  OM P
2 M3 6  PP6 3  PLb O 
3

4 MM
M

3 6  PM I P P4 2M bII P 5 M P
B .2 4III P (11.3)= MMM

b 

bIY 
PPP

= 
12 

a
EJ 

6

7 

MMMM P2 PM bYP 8 8 PN Q MM P9 2M P
10 4 2PMM P
11 2 4N Q 

Â ïðèíöèïå, ìû ãîòîâû ê âû÷èñëåíèþ ìàòðèöû δ ik , îäíàêî èìååò­
ñÿ âîçìîæíîñòü óìåíüøèòü ðàçìåðû ìàòðèö, êàê ýòî äåëàëîñü â ñòàòè­
êå (ãëàâà 6, ï. 6.3): 

2 −1500 , − , O 2 121500 L 3L 0 OM P M P
4 M 0 −3000 , − , P 4 M3 10  1500 2 PPI 6 M−03000 +06000 , 2 6+03000 , PPP

⋅ a; Â = 
a 6 MMM P .Mik MM 01250 

e j = 
8 + 

,

, +03750 , +01875 , min 12EJ 8 8 PM+05500 9 , +01500 , + , P 900750 M 6 2PPM 
11N− ,06000 −03000 , − , QP 11NM01500 2 4Q 
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Âû÷èñëèì êîìïîíåíòû ìàòðèöû δ :i k

I [ ] I⎡δ	 ⎤ = (Mik )T
B (M ) =⎣ ik ⎦ min ik 

⎛ 0 0 −0,3000 +0,1250 +0,5500 −0,6000 ⎞ 
= ⎜

⎜ 0 −3,000 +0,6000 +0,3750 +0,1500 −0,3000 ⎟
⎟ a × 

⎜ ⎟
⎝ −1,500 −1,500 +0,3000 +0,1875 +0,0750 −0,1500 ⎠ 

⎡12 3 −1,500 −1,500 ⎞⎤ ⎛ 0 
⎢ ⎥ ⎜ 
⎢ 3 10  2  ⎥ ⎜ 0 −3,00  0 −1,500 ⎟

⎟ 

2 6  ⎥ ⎜ −0,3000 +0,6000 +0,3000 ⎟a	 ⎢ 
× ⎢ ⎥ ⋅ ⎜ ⎟a = 

8 ⎥ ⎜ +0,1250 +0,3750 +0,1875 ⎟12EJ ⎢ 
⎢ 6 2⎥ ⎜ +0,5500 +0,1500 +0,0750 ⎟ 
⎢ 

2 4⎥⎦
⎥ 

⎝
⎜⎜ −0,6000 −0,3000 −0,1500 ⎠

⎟⎟ ⎢⎣ 
⎛ 0 −0,6000 −1,800 1,000 2,100 −1,300 ⎞ 

a 2 ⎜ ⎟= ⎜ −27,00 −33,30 −2,400 3,000 0,3000 −0,9000 ⎟ × 
12EJ ⎜	 ⎟

⎝ −22,50 −18,90 −1,200 1,500 0,1500 −0,4500 ⎠ 
⎛ 0 −1,500  −1,500  ⎞

⎜

⎜ 0 −3,000 −1,500 ⎟

⎟ ⎡ 2,600 1,800 0,9000 ⎤⎜ −0,3000 +0,6000 +0,3000 ⎟ a 3 
⎢ ⎥
× ⎜
 +0,1875 ⎟⎟ 

a = 
12EJ ⎢

1,800 140,4 90 ,45 ⎥ = 
⎜ +0,1250 +0,3750 

+0,0750 ⎟
⎢0,9000 90,45 62,10 ⎥⎣	 ⎦⎜ +0,5500 +0,1500


⎜
⎜ −0,6000 −0,3000 −0,1500 ⎟
⎟
⎠⎝ 

a 3 
⎢
⎡0,2166 0,1500 0,0750 

⎥
⎤ 

= 
EJ ⎢

0,1500 11,70 7,537 ⎥ . (11.4)
⎢0,0750 7,537 5,175 ⎥⎣	 ⎦ 

Òåïåðü ìîæíî ïðèñòóïàòü ê âû÷èñëåíèþ ãðàíèö èíòåðâàëà îöåíêè: 
3


B1 = ∑ δ i imi = δ 11  m1 + δ 2 2  m2 + δ 3 3  m3 =

i=1


3 3 3 3
a  a  a ma  
= 0,2166 ⋅ 3m + 11,70 ⋅ 4m + 5,175 ⋅ 2m = 57,8 ;

EJ EJ EJ EJ 

B	 = ∑ ∑ δ 2 m m  = ∑ δ 2 m m  + δ 2m m  + δ 2 m m  = 2	

3 3  

i k i k 

3 ( i1 i 1 2 i 2 i3 i 3 )

i=1k=1 i=1


= (δ 2 m m  + δ 2m m  + δ 2 m m  ) +11 1 1 2 1 2 13  1 3 

+ (δ 2 m m  + δ 2 m m  + δ 2 m m  ) +21	 2 1 2 2 2 2 2 3 2 3 
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2 
2 2 2 ⎛ ma 3 ⎞ 

+( 3 1 + δ 3 2m m2 + δ m m3) = 3207 ⎜ ⎟⎜ ⎟ ;δ 31m m  3 3 3 3

⎝ EJ ⎠


(11.5)
1 EJ B1 EJ 

= 0,1328 < ω < = 0,1342 . 
4 B2 ma 3 B2 ma 3 

11.4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ 	 ЧАСТОТЫ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 
ИЗ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ЧАСТОТ 

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàññ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì äèíàìè÷åñêèõ ñòå­
ïåíåé ñâîáîäû â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâ­
íåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ ñèë, âêëþ÷àÿ ñèëó èíåðöèè, ïðèëîæåííûõ ê òÿæå­
ëîé òî÷êå. Ïîñêîëüêó èññëåäóåòñÿ äâèæåíèå â âèäå êîëåáàíèé, ïðè÷åì 
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàññû êîëåáëþòñÿ ñ îäíîé ÷àñòîòîé (åå âåëè÷èíà 
ìîæåò áûòü ëþáîé èç ñïåêòðà çíà÷åíèé!), ïîñòîëüêó èç óðàâíåíèé ðàâ­
íîâåñèÿ ñèñòåìû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû çàâèñèìîñòü õà­
ðàêòåðèñòèê ÍÄÑ îò âðåìåíè ìîæíî èñêëþ÷èòü. Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâ­
íåíèÿ ïðèíèìàþò âèä: 

⎡−ω δ2 m + e ⎤ ⋅ Y A = 0 , ãäå/ e 
⎧1, åñëè i = k 

.s i k  k  i k  { }k { }  i k  = ⎨
⎩0,  åñëè i ≠ k⎣	 ⎦ 

Çäåñü {Yk
A}	– âåêòîð àìïëèòóäíûõ ïåðåìåùåíèé òÿæåëûõ òî÷åê 

ïî íàïðàâëåíèÿì ýôôåêòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, à mk 

– âåëè÷èíà ìàññû, ñîçäàþùåé ñèëó èíåðöèè â íàïðàâëåíèè k-é ñòåïå­
íè ñâîáîäû. Â ïðîöåññå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé âåêòîð àìïëèòóäíûõ 
ïåðåìåùåíèé íå ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííî íóëåâûì, òàê êàê â ïðîòèâ­
íîì ñëó÷àå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè òåêóùèå ïåðåìåùåíèÿ îáðàùàþò­
ñÿ â íîëü – äâèæåíèå îòñóòñòâóåò. Ýòîò âûâîä ñëåäóåò èç ãèïîòåçû î 

A 
, t k (ω tõàðàêòåðå äâèæåíèÿ k-é òÿæåëîé òî÷êè yk s  ( ) = Y cos s ) , ÷òî ñîîò­

âåòñòâóåò êîëåáàíèÿì áåç íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé ìàññ. 

AÂûïîëíèòü óñëîâèå {Yk } ≠ { }0/  ìîæíî, åñëè ïîòðåáîâàâü, ÷òîáû îï­

ðåäåëèòåëü ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé áûë ðàâåí íóëþ. Òà­
êèì îáðàçîì, çàïèñàâ ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ, ìû ôîðìóëèðóåì 

óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ÷àñòîòû ñïåêòðà ω 2 
s , òàê êàê âñå äðóãèå êîì­

ïîíåíòû ýëåìåíòîâ îïðåäåëèòåëÿ íàì óæå èçâåñòíû (ñì. ðèñ. 11.2, á è 
ôîðìóëû (11.4)): 
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2det ⎡−ω δ m + e ⎤ = ⎣ s i k  k  i k  ⎦ 
2 2 2−ω δ m + e −ω δ m + e −ω δ m + es 11 1 11 s 12 2 12 s 13 3 13 

2 2 2 
s 21 1 21 s 2 2 2 2 2 s 11 1 2 3 = −ω δ m + e −ω δ m + e −ω δ m + e = 
2 2 2−ω δ m + e −ω δ m + e −ω δ m + es 31  1  31  s 3 2  2  3 2  s 11  1  3 3  

−ω 2 
s ⋅

0,2166 a 3 

⋅ 3m +1 −ω 2 
s ⋅

0,1500 a 3 

⋅ 4m −ω 2 
s ⋅

0,0750 a 3 

⋅ 2m 
EJ EJ EJ 

2 0,1500 a 3 
2 11,70 a 3 

2 7,537 a 3 

= −ω s ⋅ ⋅ 3m −ω s ⋅ ⋅ 4m +1 −ω s ⋅ ⋅ 2m = 0.  
EJ EJ EJ 

2 0,0750 a 3 
2 7,537 a 3 

2 5,175 a 3 

−ω s ⋅ ⋅ 3m −ω s ⋅ ⋅ 4m −ω s ⋅ ⋅ 2m + 1 
EJ EJ EJ 

Ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ óäîáíî ïîëó÷àòü, êîãäà ýòî 
óðàâíåíèå çàïèñàíî â áåçðàçìåðíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî ýëåìåíòû êàæäîé ñòðîêè 

îïðåäåëèòåëÿ ïîäåëèì íà îáùèé ðàçìåðíûé ìíîæèòåëü ( ) s ( )− ⋅1 ω 2 ⋅ a 3 / EJ  ⋅ m , 

òîãäà óðàâíåíèå ÷àñòîò ïðèìåò âèä: 

0,6498 − λ s 0,6000 0,1500 

f λ s = 0,4500 46,80 − λ s 15,07 = 0,  ãäå λ s = 
EJ 

> 0. 
ω 2 

s ma 3 

0,2250 30,14 10,35 − λ s 

( ) 
(11.6) 

Ïðîöåäóðà ïîèñêà ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íå îòëè÷àåòñÿ îò ñîîò­
âåòñòâóþùåé ïðîöåäóðû â çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè. Ïîýòîìó äëÿ îòäåëåíèÿ 
êîðíÿ ïðîòàáóëèðóåì ôóíêöèþ îïðåäåëèòåëÿ ñ øàãîì 10,0 ïî àðãóìåíòó 
λ(òàáë. 11.1). Íàçíà÷åíèå âåëè÷èíû øàãà ìîæåò áûòü îñíîâàíî íà çíà÷å­

íèÿõ ãðàíèö èíòåðâàëà îöåíêè ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòû. Ïî ôîðìóëå (11.6) 
äëÿ ëåâîé ãðàíèöû èìååì λ ëåâ = 1/0,1328 2 = 56,70, à äëÿ ïðàâîé λ ïðà = 1/ 
0,1342 2 = 55,26. Äëèíà èíòåðâàëà îòäåëåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà λñîñòàâëÿåò 

1,44, îòêóäà è ñëåäóåò âûáîð øàãà îòäåëåíèÿ êîðíÿ óðàâíåíèÿ.

 Òàáëèöà 11.1 

λ 300 , 500 , ,100 , 200 , , 400 , 600 700 

f 4131 13800 23030 25820 16180 −11900 −64430 

λ 1000 , 1200 , ,800 , 900 , , 1100 , 1300 1400 

f −147400 −266800 −428600 −638900 −903600 −1228000 −1620000 

Äàííûå òàáë. 11.1 ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèÿ ìåíÿåò çíàê íà èí­
òåðâàëå (50,0; 60,0). Ñëåäîâàòåëüíî, óòî÷íåíèå çíà÷åíèÿ êîðíÿ íóæíî 
ïðîâîäèòü èìåííî â ýòîì èíòåðâàëå. Äëÿ ýòîãî, êàê è â çàäà÷å óñòîé÷è­
âîñòè, ïðèìåíèì ìåòîä ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ. 
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Â òàáë. 11.2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â õîäå 
ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðû óòî÷íåíèÿ êîðíÿ. 

Òàáëèöà 11.2 
v 56 25 , 56 56 50 60 55 57 5 , , 56 87 , 

f +16180 −11900 +4816 −2828 +1167 −770 4 , +209 2 , 

v 56 71 56 63 56 59 , 56 61 , 56 62 ", , , 56 62 , 

f −262 0 10 05 +115 4 , 52 72 + , +2134 , − , + , 2134 , " 
Çàìåòüòå, ÷òî õàðàêòåð ïðîöåäóðû óòî÷íåíèÿ íîñèò äîñòàòî÷íî 

ñëîæíûé õàðàêòåð: óòî÷íÿåòñÿ êàê ïîëîæåíèå ëåâîé, òàê è ïîëîæåíèå 
ïðàâîé ãðàíèöû èíòåðâàëà, ñîäåðæàùåãî êîðåíü. Ïðåêðàùåíèå óòî÷­
íåíèÿ êîðíÿ ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñ ïðèíÿòîé ïîãðåøíîñòüþ âû÷èñëåíèé 
(÷åòûðå çíà÷àùèå öèôðû) óòî÷íåíèå ïðîäîëæèòü íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó 
ïðèíèìàåì çíà÷åíèå êîðíÿ óðàâíåíèÿ ÷àñòîò ðàâíûì 56,62. 

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íàéäåííîå çíà÷åíèå êîðíÿ íå ìîæåò áûòü åäèí­
ñòâåííûì! Ýòî ñëåäóåò èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà çàäà÷è – êàæäîé ýôôåê­
òèâíîé äèíàìè÷åñêîé ñòåïåíè ñâîáîäû ñîîòâåòñòâóþò êîëåáàíèÿ ñî ñâî­
åé ÷àñòîòîé. Ïîýòîìó ñëåäóåò ïðîäîëæèòü ïîèñê êîðíåé, òàê êàê íàé­
äåííîå çíà÷åíèå íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì. 

Ïðåæäå âñåãî, èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè îïðåäåëèòåëÿ â èí­
òåðâàëå îò 0 äî 50. Âî-ïåðâûõ ýòîò èíòåðâàë èìååò îãðàíè÷åííóþ äëè­
íó, à âî-âòîðûõ, åñëè ìû îáíàðóæèì åùå äâà êîðíÿ, òî îíè áóäó ñîîò­
âåòñòâîâàòü çàâåäîìî áîëüøèì ÷àñòîòàì, íåæåëè íàéäåííîå âûøå, òàê 
êàê ñîîòâåòñòâóþò ìåíüøèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà λ. 

Ïîñêîëüêó ñ ðàíåå íàçíà÷åííûì øàãîì êîðíè â èíòåðâàëå (0, 50) 
íå áûëè îáíàðóæåíû, øàã ïîèñêà íóæíî óìåíüøèòü õîòÿ áû äî 1,0. 
Îäíàêî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íå äàëè íè îäíîãî èíòåðâàëà îòäåëå­
íèÿ. Ïîýòîìó âòîðàÿ ïîïûòêà ïðîâîäèëàñü ñ øàãîì, óìåíüøåííûì åùå 
â 10 ðàç. Îòäåëåíèå êîðíåé ñ ýòèì øàãîì îòðàæåíî â òàáë. 11.3

 Òàáëèöà 11.3 
λ 
f 

λ 
f 

01  , 0 2 , 0 4  , 0 6  ,, 0 3 , 0 5  , 0 7  

, 4 290 , 0 08814 , +0 3898 +13 04 +8 095 , + , +1623 + , −0 32102 , 

10 , , 1 4  0 8  , 0 9  , , 11  12, 13  , 

, 9 182 , 20 534 , +36 22 +2 214 5147 , + , +14 31 + , +27 83 , 

Èç äàííûõ òàáë. 11.3 ñëåäóåò íàëè÷èå èíòåðâàëîâ (0,5; 0,6) è (0,6; 
0,7), ñîäåðæàùèõ êîðíè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ (0,5086 è 0,6633) ìåíüøå 
êîðíÿ, íàéäåííîãî ðàíåå. Òàêèì îáðàçîì, óòî÷íÿòü èõ çíà÷åíèÿ èìååò 
ñìûñë òîëüêî ïðè íåîáõîäèìîñòè îïðåäåëåíèÿ âñåõ ÷àñòîò çàäàííîé 
ðàñ÷åòíîé ñõåìû. Íî âûïîëíÿòü ýòî íàäåæíåå ñ ïðèìåíåíèåì ÝÂÌ. 
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Èòàê, âîñïîëüçîâàâøèñü âûâîäàìè, ñäåëàííûìè ïðè óòî÷íåíèè êîð­
íÿ (òàáë. 11.2) è ôîðìóëîé (11.6), ïîëó÷èì äëÿ ïåðâûõ òðåõ ÷àñòîò ñîá­
ñòâåííûõ êîëåáàíèé çíà÷åíèÿ: 

ω ω 1
1 EJ EJ EJ 

; (11.7)
56,62 ma 3 ma 3 ma 3 

= ≈ ≈ 0,1329 ≈ 0,133 

ω 2 ≈ 
1 EJ 

3 
≈ 1,23 

EJ 
3 3

1 EJ 
3 

≈ 1,40 
EJ 

3
.; ω ≈ 

0,6633 ma ma 0,5086 ma ma 

11.5. ПОСТРОЕНИЕ ФОРМЫ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 

Êàê è â çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè, ìû íå ìîæåì ïîëó÷èòü àáñîëþòíûå 
çíà÷åíèÿ àìïëèòóäíûõ ïåðåìåùåíèé, ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû 
óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ ðàâåí íóëþ (11.6). Ïîýòîìó âûïîëíèì ïðîöåäó­
ðó, àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðå ïðè ïîñòðîåíèè ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñ­
òè (ñì. ãëàâó 10, ï. 10.4), êîãäà ìû ïðèâîäèëè ñèñòåìó óðàâíåíèé ê 
áåçðàçìåðíîìó âèäó è ââîäèëè îòíîñèòåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ, âûáèðàÿ â 
êà÷åñòâå ìàñøòàáà ïåðåìåùåíèå ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì: 

⎡0, 6498 − λ 0, 6000 0,1500 ⎤ ⎧Y1, 
A
s 

⎫ 
⎧ ⎫

⎢ 
s 

⎥ ⎪ ⎪ 0 
⎪ A ⎪ ⎪ ⎪ 0, 4500 46, 80 − λ 15, 07 Y = 0 ⇒⎢ s ⎥ ⎨ 2, s ⎬ ⎨ ⎬


⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
0, 2250 30,14 10, 35 − λ A 0⎣ s ⎦ ⎩⎪Y 3, s ⎭⎪ 
⎩ ⎭ 

⎧Y A ⎫
⎡0, 6498 − 56, 62 0, 6000 0,1500 ⎤ ⎪ 1,1 ⎪ ⎧ ⎫0 
⎢ ⎥ ⎪ A ⎪ ⎪ ⎪ 

0, 4500 46, 80 − 56, 62 15, 07 Y ⎬ = ⎨ ⎬ ⎢ ⎥ ⎨ 2,1 0 ;  

⎢ ⎦
⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎣ 0, 2250 30,14 10, 35 − 56, 62 ⎥ A ⎩ ⎭0
⎪Y 3,1 ⎪⎩ ⎭ 

� A A A � A⎧Y1,1 
⎫ ⎧Y1,1 / Y 3,1 

⎫ 
⎡ −55, 97 0, 6000 0,1500 ⎤

⎧Y1,1 
⎫ 

⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ 0 
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ � A A A ⎢ ⎥ � A 0⎨Y 2,1 ⎬ = ⎨Y 2,1 / Y 3,1 ⎬ ⇒ ⎢0, 4500 −9, 820 15, 07 ⎥ ⎨Y 2,1 ⎬ = ⎨ ⎬ ⇒ 
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪A A A ⎢0, 2250 30,14 −46, 27 ⎥ 0
⎪Y� 3,1 ⎪ ⎪Y 3,1 /Y 3,1 ⎪ ⎣ ⎦ ⎪ 1 ⎪ ⎩ ⎭
⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ 

⎧ � A ⎫ 
⎧Y� A ⎫ ⎪ 

Y1,1 ⎪ ⎧0, 01914 ⎫
⎡−55, 97 0, 6000 ⎤ ⎪ 1,1 ⎪ ⎧ −0,1500 ⎫ ⎪ A ⎪ ⎪ ⎪

⎢0, 4500 −9, 820 ⎥ ⎨ � A ⎬ = ⎨ −15, 07 

⎬ ⇒ ⎨Y� 2,1 ⎬ = ⎨ 1, 535 ⎬ . (11.8)

⎣ ⎦ ⎪⎩Y 2,1 ⎪⎭ ⎩ ⎭ ⎪ � A ⎪ ⎪⎩ 1, 000 ⎪⎭

⎩ 3,1 ⎭⎪Y ⎪ 

Ïî àìïëèòóäíûì çíà÷åíèÿì îòíîñèòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé ñòðîèòñÿ 
êàðòèíà äåôîðìèðîâàíèÿ ðàìû â ïðîöåññå êîëåáàíèé ñ ìèíèìàëüíîé 
÷àñòîòîé ñïåêòðà (ðèñ. 11.6). Ïðàâèëî çíàêîâ ïîëó÷åííûõ îòíîñèòåëüíûõ 
ïåðåìåùåíèé òî æå, ÷òî è â çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè (ãëàâà 10, ï. 10.4). 
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1,54 1,54 
Y� A = 0,0191 1,1 

⎧Y� A ⎫ 
⎪ 1,1 ⎪ ⎧0,01914 ⎫ 
⎪ ⎪ ⎪  ⎪
Y� A = 1,535 ⎨ 2,1 ⎬ ⎨  ⎬ω 1 = 0,133 

EJ
Y� A = 1,54 2,1 3 ⎪ � A ⎪  ⎪  ⎩ 1,0 ⎭⎪ 

Y� A = 1,0 
ma 

⎩⎪Y3,1 ⎭⎪ 
3,1 

à 

�Y A = 2,38 0,303 1,1 

⎧Y� A ⎫ 
⎪ 1, 2 ⎪ ⎧ −2,38 ⎫ 
⎪ � A ⎪ ⎪  ⎪EJ Y = −0,303 ⎨ 2, 2 ⎬ ⎨  ⎬ω 2 = 1,23 

30,303 Y� A = 0,303 ma2,2 ⎪ A ⎪ ⎪  1,0 ⎪ 
⎪Y� 3,2 ⎪ ⎩ ⎭ 

Y� A = 1,0 
⎩ ⎭ 

3, 2 
á 

Y� A = 0,337 
0,329 0,329 

1,3 

⎧Y� A ⎫ 
⎪ 1,3 ⎪ ⎧ 0,337 ⎫ 
⎪ ⎪ ⎪  ⎪ω 3 = 1,40 

EJ 
3 Y� A = −0,329 ⎨ 2,3 ⎬ ⎨  ⎬Y� A = 0,329 ma2,3 ⎪ � A ⎪ ⎪  1,0 ⎪ 

Y� A = 1,0 ⎩⎪Y3,3 ⎭⎪
⎩ ⎭ 

3,3 

â 

Ðèñ. 11.6 

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ àíàëèç ðàçëè÷èé â ôîðìàõ êîëåáàíèé ñ ðî­
ñòîì ÷àñòîòû. Ñðàâíåíèå ôîðì ìîæåò áûòü îñíîâàíî íà òîì, ÷òî èìååò­
ñÿ îáùèé ìàñøòàá – ïåðåìåùåíèå ïî òðåòüåìó íàïðàâëåíèþ, âî âñåõ 
ôîðìàõ ðàâíîå åäèíèöå. Èòàê, ñòîéêà íàèìåíåå èñêðèâëåíà ïðè ìèíè­
ìàëüíîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé, è ìàêñèìàëüíî – ïðè âûñøåé ÷àñòîòå. 
Ðèãåëü ïðè ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòå èìååò äâå ñìåíû çíàêà êðèâèçíû, à 
ïðè òðåòüåé – òðè ñìåíû çíàêà. Ïðè îäíîé è òîé æå äëèíå ðèãåëÿ ýòî 
âîçìîæíî òîëüêî çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ êðèâèçíû. Åñëè æå ñðàâíèâàòü 
êðèâèçíû ðèãåëÿ ïðè ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòîòàõ, òî âèäíî, ÷òî âî âòîðîé 
ôîðìå êðèâèçíû áîëüøå çà ñ÷åò áîëüøèõ ïðîãèáîâ. 

Òàêèì îáðàçîì, êîëåáàíèÿ ñ áóëüøåé ÷àñòîòîé ñîïðîâîæäàåòñÿ áîëü­
øèìè äåôîðìàöèÿìè èñêðèâëåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âîçáóæäå­
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íèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòîò, íóæíî çàòðàòèòü 
áóëüøóþ ðàáîòó ïðè ñîçäàíèè íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ. Èìåííî ïîýòî­
ìó íèçøèå ÷àñòîòû âîçáóäèòü ëåã÷å. 

11.6. ИССЛЕДОВАНИЕ ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ

 Íàëè÷èå äèíàìè÷åñêîé íàãðóçêè ìîæåò ñóùåñòâåííî èçìåíèòü õà­
ðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ óñèëèé ïî ñå÷åíèÿì ðàñ÷åòíîé ñõåìû. Îñîáåííî 
ýòîò ýôôåêò çàìåòåí, êîãäà ÷àñòîòà èçìåíåíèÿ âíåøíèõ ñèë áëèçêà ê 
îäíîé èç ÷àñòîò ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ êîëè­
÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê óïîìÿíóòîãî ýôôåêòà ïðîäîëæèì ðàññìîòðå­
íèå ïðèìåðà ñ ó÷åòîì äåéñòâèÿ íàãðóçîê, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 11.1, á. 

Ïîñêîëüêó èññëåäóþòñÿ óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, 
ïîñòîëüêó óäàåòñÿ âûâåñòè âëèÿíèå âðåìåíè çà ïðåäåëû ðàçðåøàþùåé 
ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðàÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê ñèñòåìà óðàâíåíèÿ ðàâ­
íîâåñèÿ â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ðàâíîâåñèå â êàæäîé òÿæå­
ëîé òî÷êå ñîçäàåòñÿ â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ óïðóãèõ ñèë, ñèë èíåð­
öèè è âíåøíèõ ñèë. Âñå äåéñòâóþùèå ñèëû âî âðåìåíè èçìåíÿþòñÿ ïî 
îäíîìó è òîìó æå çàêîíó, ïðè÷åì, ïî òàêîìó æå çàêîíó èçìåíÿþòñÿ è 
ïðî÷èå õàðàêòåðèñòèêè ÍÄÑ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ èìååò âèä: 

2 ⎤ *A I T A 
k + e { } + Δ { } = { }/ { } = (Mi k  ) [ ]B Mp ,⎡−θ δ i km i k  ⋅ Υ i i 0 ;  Δ i { }⎣ ⎦ 

ãäå θ – ÷àñòîòà âûíóæäàþùåãî âîçäåéñòâèÿ; {Δ i}– âåêòîð ïåðåìåùå­

íèé òÿæåëûõ òî÷åê ïî íàïðàâëåíèÿì ýôôåêòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñòåïå­
íåé ñâîáîäû îò äåéñòâèÿ àìïëèòóäíûõ çíà÷åíèé âíåøíèõ ñèë, ïðèëî­

Υ *Aæåííûõ ñòàòè÷åñêèì îáðàçîì; { i }– àìïëèòóäíûå ïåðåìåùåíèÿ òÿ­

æåëûõ òî÷åê ïî òåì æå íàïðàâëåíèÿì (ýòè ïåðåìåùåíèÿ îïðåäåëÿþò 
çíà÷åíèÿ àìïëèòóäíûõ ñèë èíåðöèè); äðóãèå ñîñòàâëÿþùèå ìàòðè÷íîãî 
óðàâíåíèÿ èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è ñîñòàâëÿþùèå àíàëîãè÷íîãî óðàâ­
íåíèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. 

11.6.1. ВЫЧИСЛЕНИЕ МАТРИЦЫ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

ОТ АМПЛИТУДНЫХ ЗНАЧЕНИЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ НАГРУЗКИ


Îïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé Δ i òðåáóåò íàëè÷èÿ ýïþðû èçãèáàþ­
ùèõ ìîìåíòîâ, ïîñòðîåííîé îò ñòàòè÷åñêè ïðèëîæåííûõ íàãðóçîê, çà­
äàííûõ ñâîèìè àìïëèòóäíûìè çíà÷åíèÿìè (ñì. ðèñ. 11.1, á). Ñïîñîá 
ïîñòðîåíèÿ ýòîé ýïþðû â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêîé íåîïðåäåëèìîñòè ÇÐÑ 
çàâèñèò îò âûáîðà èñïîëíèòåëÿ è îñíîâàí íà êðèòåðèè ìèíèìàëüíîé 
òðóäîåìêîñòè. 
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Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ñ àìïëèòóäíûìè íàãðóçêàìè è ýïþðà èçãèáàþ­
ùèõ ìîìåíòîâ îò íèõ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 11.7. Îðäèíàòû ýïþðû âû÷èñ­
ëåíû â êîíòðîëèðóåìûõ ñå÷åíèÿõ ñõåìû äèñêðåòèçàöèè, ïîñòðîåííîé íà 
ðèñ. 11.4. 

Ìèíèìèçèðóÿ ðàçìåð ãðóçîâîé ìàòðèöû, ñ ó÷åòîì ïðîìåæóòî÷íûõ 

ðåçóëüòàòîâ â âèäå ôîðìóë (11.4), âû÷èñëèì ýëåìåíòû ìàòðèöû {Δ i}: 

3q	 2,250 1,500 

2q
a

1,
5a

 
1,

5a
3,000 

3,
00

0 1,125 
0,9310 

Mp
A , qa  2 

2a 2a	 2a 

à á 

Ðèñ. 11.7 

⎧−3,000 ⎫

⎪−3,000 ⎪

⎪ ⎪


Mp = qa  
⎪ 2,250 ⎪ 

i = i k  

T 
[ ] p


A 2	 I A{  }	 ⎨
⎪−0,9315 

⎬
⎪

⇒ Δ  { } (M ) B { }  M = 

⎪ −1,125 ⎪ 
⎪ ⎪ 
⎩ 1,500 ⎭ 

⎛ 0 −0,6000 −1,800 1,000 2,100 −1,300 ⎞

a 2 ⎜ ⎟ A
−27,00 −33,30 −2,400 3,000 0,3000 −0,9000 {  }  == M 

12EJ ⎜
⎜
⎝ −22,50 −18,90 −1,200 1,500 0,1500 −0,4500 ⎟

⎟
⎠ 

p 

⎛ 0 −0,6000 −1,800 1,000 2,100 −1,300 ⎞ 
a 2 ⎜ ⎟= ⎜ −27,00 −33,30 −2,400 3,000 0,3000 −0,9000 ⎟ × 

12EJ ⎜ −22,50 −18,90 −1,200 1,500 0,1500 −0,4500 ⎟⎝ ⎠ 
⎧−3,000 ⎫ 
⎪−3,000 ⎪ 
⎪ ⎪ ⎧ −7,494 ⎫ ⎧−0,6245 ⎫ 

2 ⎪ 2,250 ⎪ qa 4 ⎪ ⎪ qa 4 ⎪ ⎪ (11.9)
×qa = 171,0 ⇒ Δ i = 14,25 .⎨−0,9315 

⎬ 
12EJ 

⎨ ⎬ { }  
EJ 

⎨ ⎬ 
⎪ ⎪ 

⎩
⎪119,2 ⎭

⎪ 
⎩
⎪ 9,938 ⎭

⎪ 
⎪ −1,125 ⎪ 
⎪ ⎪ 
⎩ 1,500 ⎭ 
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11.6.2. ФОРМИРОВАНИЕ РАЗРЕШАЮЩЕЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 

Çàäàâøèñü çíà÷åíèåì β s = θ ω/ s 
(ñì. ðèñ. 11.1, á), ìîæíî ñîñòà­

âèòü ðàçðåøàþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé çàäà÷è óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæ­
äåííûõ êîëåáàíèé äëÿ ÇÐÑ. Ïðè ýòîì óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåîá­
ðàçîâàíèåì, êîòîðîå ìû ïðèìåíÿëè â çàäà÷å ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé 
(11.6), (11.8), çàïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ ñ áåçðàçìåðíûìè êîýôôèöèåíòàìè. 

⎧ ⎫ 
⎪ ⎪ 
⎪ β s 

2 

⋅ 
Y1,

* 
s
A 

⎪ 
⎡ ⎤ ⎪ λ ⎛ 4 ⎞ ⎪λ s⎢ 
⎢
0,6498 −

β s 
2 

0,6000 0,1500 ⎥ ⎪ s 
⎜
qa 

⎟ ⎪ 
⎥ ⎪ ⎝ EJ ⎠ ⎪


⎢
 ⎥ ⎪ 
2 *A 

⎪ ⎧−0,6245⎫ 
⎢ λ s ⎥ ⎪⎪ β s Y2,s ⎪⎪ ⎪ ⎪ 
⎢ 0,4500 46,80 − 15,07 ⎥ ⎨ ⋅ ⎬ = ⎨14,25 ⎬ ⇒ 

β s 
2


⎢
 ⎥ ⎪ λ s ⎛
⎜
qa 4 ⎞

⎟ ⎪ ⎪
⎩ 9,938 ⎪

⎭⎢

⎢ 0,2250
 30,14 10,35 −

λ s ⎥
⎥

⎪
⎪ ⎝ EJ ⎠ ⎪

⎪


⎢
 β s 
2 ⎥

⎦
⎪
⎪

β s 
2 

⋅ 
Y3,

*A
s 

⎪
⎪⎣ 

⎪ λ s ⎛ qa 4 ⎞ ⎪ 
⎪ ⎜ ⎟ ⎪ 
⎪⎩ ⎝ EJ ⎠ ⎭⎪ 

⎡ ⎤

⎢0,6498 −

λ s
 0,6000 0,1500 ⎥ 
⎢ 2 ⎥ ⎧ � *Aβ s⎢ ⎥ ⎪ 

Y1,s 
⎫
⎪ ⎧−0,6245⎫


⎢
 λ ⎥ ⎪ � *A⎪ ⎪ ⎪ 
⎢ 0,4500 46,80 − s 15,07 ⎥ ⎨Y2,s ⎬ = ⎨14,25 ⎬ ⇒ 

β s 
2


⎢
 ⎥ ⎪ *A⎪ ⎪ 9,938 ⎪

⎢
 λ s 

⎥ ⎪⎩Y
� 
3,s ⎭⎪

⎩ ⎭

⎢ 2,250
 30,14 10,35 − ⎥ 

β s 
2 ⎥

⎦
⎢
⎣ 

� *A s i s,Yi s, = 
β
λ s 

2 

⋅
⎛ 

Y

qa 

*A 

4 ⎞
(i = 1,2,3,…,Wä ) . 

⎜ ⎟

⎝ EJ ⎠


Çàìåòèì, ÷òî ïðîâåäåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ñëåäóåò ïðîâîäèòü 
äëÿ êàæäîé çàäà÷è çàíîâî, ïîñêîëüêó îíè ñâÿçàíû òîëüêî ñ îïåðàöèÿ­
ìè íàä ìàñøòàáàìè è íèêàê íå çàòðàãèâàþò ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîýô­
ôèöèåíòîâ è ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, à òàêæå íå ñâÿçàíû ñ ðàçìåðíîñòüþ 
çàäà÷è, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì W

 ä
. 

Ñîñòàâèì è ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé ïðèìåðà äëÿ β1  = 0,8. 
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⎡ 56,62 ⎤ 
⎢0,6498 − 

2 
0,6000 0,1500 ⎥ ⎧ � *A


⎢ 0,8 ⎥ Y1,1 
⎫ 

⎧−0,6245⎫

⎢ 

0,4500 46,80 −
56,62 

15,07 
⎥ ⎪⎪ 

Y� *A 
⎪⎪ = ⎪14,25 

⎪ ⇒⎢ 2 ⎥ ⎨ 2,1 ⎬ ⎨ ⎬

⎢ 0,8 ⎥ ⎪ *A⎪ ⎪ 9,938 ⎪

⎢ 

0,2250 30,14 10,35 −
56,62⎥ ⎪⎩Y

� 
3,1 ⎭⎪

⎩ ⎭ 
⎢ 2 ⎥
⎢ 0,8 ⎥ (11.10)⎣ ⎦


⎧Y� *A ⎫ ⎧Y� *A⎫

⎡−87,81 0,6000 0,1500⎤ ⎪ 1,1 ⎪ ⎧−0,6245⎫ ⎪ 1,1 ⎪ ⎧ 0,003516⎫ 
⎢0,4500 −41,66 15,07 ⎥ ⎪Y� *A ⎪ = ⎪

14,25 
⎪ ⇒ ⎪Y� *A⎪ = ⎪−0,4509 

⎪ ⇒⎢ ⎥ ⎨ 2,1 ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ 2,1 ⎬ ⎨ ⎬ 
⎢0,2250 30,14 −78,11⎥ ⎪ *A ⎪ ⎪ 9,938 ⎪ ⎪ *A⎪ ⎪−0,3011 ⎪
⎣ ⎦ ⎪⎩Y

� 
3,1 ⎪⎭

⎩ ⎭ ⎪⎩Y
� 
3,1 ⎪⎭

⎩ ⎭ 

⎧ *A⎫Y1,1 ⎧ 0,003516⎫ ⎧ 0,003516⎫ ⎧ 0,3110⎫⎪ ⎪ 4 4 4⎪ ⎪ λ1 qa ⎪ ⎪ 56,62 qa ⎪ ⎪ qa ⎪ ⎪
⎨Y

*A
⎬ = ⋅ ⎨−0,4509 ⎬ = ⋅ ⎨−0,4509 ⎬ = ⎨−39,89 ⎬.2,1 β 2 EJ 0,8 2 EJ EJ⎪ *A⎪ 1 ⎪−0,3011 ⎪ ⎪−0,3011 ⎪ ⎪−26,64 ⎪ 

⎪Y ⎪ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭
⎩ 3,1 ⎭ 

11.6.3. ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮРЫ

АМПЛИТУДНЫХ ЗНАЧЕНИЙ ИЗГИБАЮЩЕГО МОМЕНТА


Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäíûõ ïåðåìåùåíèé ïîçâîëÿþò îïðå­
äåëèòü àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ ñèë èíåðöèè, âîçíèêàþùèõ ïðè âûíóæ­
äåííûõ êîëåáàíèÿõ, äëÿ ÷åãî èñïîëüçóåòñÿ ïðèíÿòûé çàêîí äâèæåíèÿ è 
âòîðîé çàêîí Íüþòîíà: 2 

y t = Y cos θ t ⇒ I t = I cos θ t = m 
d yi s t 

⇒i s  ( )  i s  ( ) i , ( )s 2, 
*
, 
A

s ( )  A
i s i

dt 
, ( ) 

A 2 *A 2 2 A 2 2 *AIi s  = −m θ Yi s  = −m β ω ⇒ I , = − β ω m Y i s }⇒ , i s , i s s { }i s s s { i , (11.11) 

A 
2 ⎧3m ⋅ (0,3110) ⎫ ⎧−0,01056⎫

⎧I1,1 
⎫ 

⎪ ⎪ ⎛
⎪ A ⎪ 2 EJ ⎞
⋅
qa 4 ⎪ ( 39,89)

⎪ 
= qa ⎪ 

1,806 
⎪ 
.
⎨I2,1⎬ = −0,8 ⋅ ⎜⎜0,133 3 ⎟⎟ EJ 

⎨4m ⋅ − ⎬ ⎨ ⎬

⎪ A ⎪ ⎝ ma ⎠ ⎪ ⋅ −  ⎪ ⎪ 0,6031 ⎪

⎪I3,1⎪ ⎩2m ( 26,64)⎭ ⎩ ⎭
⎩ ⎭ 

Íàëè÷èå çíà÷åíèé ñèë èíåðöèè ïîçâîëÿåò íàì ïîëó÷èòü ýïþðó 
àìïëèòóäíûõ çíà÷åíèé èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï íà­
ëîæåíèÿ âîçäåéñòâèé â ôîðìå: 

Mä s
A 
, = M A + ∑ IA

i s { }M I .

i=1


{ } { }ð 

Wä 

, i 

Ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîìó ïðèìåðó, ïîëó÷èì: 
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A A A I A I A I{Mä } = {M } + I {M } + I {M } + I {M }.,1 ð 1,1 1 2,1 2 3,1 3 

Ðåàëèçàöèÿ âû÷èñëåíèé ïî ýòèì ôîðìóëàì ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ 
(11.2), (11.9) è (11.11) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ìàòðèöó àìïëèòóäíûõ çíà÷å­
íèé èçãèáàþùåãî ìîìåíòà ïðè óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáà­
íèÿõ ñ ÷àñòîòîé âîçäåéñòâèÿ, ñîñòàâëÿþùåé 0,8 îò ìèíèìàëüíîé ÷àñòî­
òû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé: 

2 ⎧−3,000 ⎫ 2 ⎧ 0 ⎫ 
4 ⎪

⎪−3,000 ⎪
⎪ 4 

⎪
⎪ 0 ⎪

⎪ 
A 2{Mä } = qa  ⋅ 

6 
⎨
⎪ 2,250 

⎬
⎪ 

+ (−0,01056 qa  ) ⋅ a ⋅ 
6 

⎨
⎪−0,3000 

⎬
⎪ 

+,1 
8 ⎪−0,9315 ⎪ 8 ⎪ 0,1250 ⎪ 
9 ⎪ −1,125 ⎪ 9 ⎪ 0,5500 ⎪ 

11 ⎩
⎪ 

1,500 ⎭
⎪ 

11 ⎩
⎪

−0,6000 ⎭
⎪ (11.12) 

2 ⎧ −1,500 ⎫ 2 ⎧ −1,500 ⎫ 2 ⎧−6,61 ⎫ 
4 

⎪
⎪−3,000 ⎪

⎪ 4 
⎪
⎪ −1,500 ⎪

⎪ 4 
⎪
⎪−9,32 ⎪

⎪ 

+ (1,806 qa) ⋅ a ⋅ 
6 ⎪

⎨ 
0,6000 ⎪

⎬ + (0,6031 qa) ⋅ a ⋅ 
6 ⎪

⎨ 
0,3000 ⎪

⎬ = qa 2 ⋅ 
6 ⎪

⎨ 
3,52 ⎪

⎬ . 
8 ⎪ 0,3750 ⎪ 8 ⎪ 0,1875 ⎪ 8 ⎪−0,142 ⎪ 
9 ⎪ 0,1500 ⎪ 9 ⎪ 0,0750 ⎪ 9 ⎪−0,815 ⎪ 

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ 
11⎩−0,3000 ⎭ 11 ⎩−0,1500 ⎭ 11 ⎩ 0,874 ⎭ 

Ïî ìàòðè÷íîé ôîðìå (11.12) àìïëèòóäíîé ýïþðû èçãèáàþùèõ 
ìîìåíòîâ íà ðèñ. 11.8, á âîññòàíîâëåíà ýïþðà òðàäèöèîííîãî âèäà. 

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðÿäîì ñ íåé îòîáðàæåíà ýïþðà îò ñòàòè÷åñêîãî äåé­
ñòâèÿ òåõ æå íàãðóçîê (ðèñ. 11.8, à), ñêîïèðîâàííàÿ ñ ðèñ. 11.7, á. 

3,
00

0 

3,000 

2,250 1,500 

0,9310 
1,125 

M  qa  p 
A , 2 6,

51
 

9,32 

3,52 0,874 

0,815 

M qa  ä, 1 
A , 2 

9,
32

0,124 

à á 
Ðèñ. 11.8 

Ïîñêîëüêó âî âðåìåíè âñå õàðàêòåðèñòèêè, â òîì ÷èñëå è èçãèáàþ­
ùèé ìîìåíò, èçìåíÿþòñÿ ïî çàêîíó êîñèíóñà, òî ÷åðåç êàæäûé ïðîìåæó­
òîê âðåìåíè, ðàâíûé ïîëóïåðèîäó π/θ s , çíàê õàðàêòåðèñòèêè èçìåíÿåòñÿ 
íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ñìåíà çíàêà äëÿ àìïëèòóäíîé ýïþðû èçãèáàþùå­
ãî ìîìåíòà çàôèêñèðîâàíà â âèäå ïóíêòèðíîé ëèíèè íà ðèñ. 11.8, á. 
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Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýïþð ðèñ. 11.8 ïîçâîëÿåò óáåäèòüñÿ â òîì, 
÷òî äèíàìè÷åñêîå ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè èçìåíÿåò íå òîëüêî îðäèíàòû 
ýïþðû ïî âåëè÷èíå, íî èçìåíÿåò òàêæå è ïîëîæåíèå ðàñòÿíóòûõ âîëî­
êîí â ñå÷åíèÿõ ðàñ÷åòíîé ñõåìû. 

×òîáû ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå äðóãèì ÷àñòîòàì íà­
øåãî ïðèìåðà, ñëåäóåò ïîâòîðèòü îïåðàöèè, ðåàëèçîâàííûå â ôîðìóëàõ 
(11.10)-(11.12), ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ 

⎛ EJ ⎞ 
s = 2 ⎜⎜ω 2 = 1,23 

3
; λ 2 = 0,6633; β 2 = 0,8 ;⎟⎟

⎝ ma ⎠ 
⎛ EJ ⎞ 

s = 3 ⎜⎜ω 3 = 1,40 ; λ 3 = 0,5086; β 3 = 0,8⎟⎟ .3
⎝ ma ⎠ 

ñîîòâåòñòâåííî. Èòîãè ýòèõ âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû ôîðìóëàìè (11.13) 
è îòîáðàæàþòñÿ ýïþðàìè íà ðèñ. 11.9. 
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⎬
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6,78 
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02

4,07 
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à á 
Ðèñ. 11.9 

Ïî äàííûì ýòîãî ðèñóíêà íåñëîæíî âû÷èñëèòü ñèëû èíåðöèè, âîç­
íèêàþùèå ïðè äâèæåíèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòîòàìè. 

Îïåðàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è êîëåáàíèé ñèñòåìû ñ êî­
íå÷íûì ÷èñëîì äèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðèâåäåí íà ðèñ. 11.10. 
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Силы инерции.
Принцип Даламбера. Число Wä, iМодель с конечным
числом динамических отдельной
степеней свободы тяжелой

точки 

Рис. 11.1. Рис. 11.2.
q k = q ; Заданная Определение

расчетная числа
= a ; схема	 эффективных

динамических
степеней

l k

E Jk k = EJ  ; свободы Wä 

m k = m ; 

θ = β ω  s s s 

Ф. (11.4).	 Методы
Матрица простого
направляющих перебора

Уравнение перемещений. и половинного
частот Условие деления Ф. (11.6).

Безразмерныйсобственных существования определения частотныйколебаний перемещений уравнения
при колебаниях частот параметр λ s

*А
Определение Ф. (11.6). Табл. 11.1, Ф. (11.7).
спектра частот Уравнение табл. 11.3, ... Определение
собственных частот Отделение спектра частот
колебаний в матричной корней. собственных

безразмерной	 Табл. 11.2, колебаний 
форме	 табл. 11.4, ...

Уточнение
корней 

Значение 1 не попадает в интервал оценки
Контроль составления и решения уравнения частот 

Значение 1 не попадает в интервал оценки*В 
Повторная оценка 1 

Рис. 11.4-11. 5. Матричная
Мгновенная Метод сил. Способы форма
неизменя- Метод определения
емость ЗРС.	 Методы перемещений. минимизации

перемещений
Ф. (11.1).

статики Число Wä . 
размеров

в статике 
(Броншейн-

Wä, i > 0	 матриц Смирнов) 
*В	 *A 

Рис. 11.3.
Решение Оценка Анализ степени
Рис. 11.4. Ф. (11.2). Ф. (11.4). Ф. (11.5).
задачи значения статической W 
Схема Матрица Матрица Оценка
собственных минимальной и кинемати-
дискретизации направляющих направляющих минимального
колебаний частоты ческой N
ЗРС. усилий. перемещений значения
собственных	 Рис. 11.5. Ф. (11.3).неопредели- Направляющие	 частотыколебаний мости ЗРС	 эпюры Матрица собственных
от единичных податливости колебаний ЗРС сил инерции 

Система Система
уравнений уравнений Матричная
амплитудных амплитудных форма
перемещений перемещений определения
собственных вынужденных перемещений
колебаний. колебаний. в статике 

Рис. 11.6. Решение Рис. 11.7.
Построение задачи Грузовая
спектра форм установившихся эпюра от
собственных вынужденных амплитудных
колебаний колебаний значений

нагрузки. 
Ф. (11.9).
Матрица
грузовых
усилий. 

Ðèñ. 11.10 

Набор

вычисленных Ф. (11.6),

значений Зависимость Принцип Обработаны рис. 11.7,

параметров: перемещений наложения все частоты рис. 11.8, 


λ ω β  от времени.	 воздействий. спектра рис. 11.9, ...
, , s s s Второй закон Ф. (11.9), собственных Решение

( s = 1, …,Wä ) Ньютона. ф. (11.11). колебаний задачи 

Ф. (11.10). Ф. (11.11). Ф. (11.12).Уравнения Амплитудные
амплитудных значения сил Матрица

ординат
и их решения усилий. 

Рис. 11.8, 
рис. 11.9, ...
Эпюры
амплитудных
усилий 

перемещений инерции амплитудных

Обработаны не все частоты спектра 
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Приложение 1 

П1.4. РАСЧЕТНЫЕ СХЕМЫ

ДЛЯ ЗАДАЧ ДИНАМИКИ И УСТОЙЧИВОСТИ


П1.4.1. РАСЧЕТ КОЛЕБАНИЙ РАМ НА ВИБРАЦИОННУЮ НАГРУЗКУ 

1. ê‡Ò˜ÂÚÌ˚Â ÒıÂÏ˚ ‚˚·Ëð‡˛ÚÒfl Ì‡ ðËÒ. è1.11-è1.12. á‡‰‡ÌÌ‡fl 
Ì‡ ÒıÂÏ‡ı Ì‡„ðÛÁÍ‡ Á‡‰‡Ì‡ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Ì˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËfl. á‡ÍÓÌ ËÁÏÂÌÂÌËfl 
Ì‡„ðÛÁÍË ‚Ó ‚ðÂÏÂÌË fl‚ÎflÂÚÒfl „‡ðÏÓÌË˜ÂÒÍËÏ. éÚÌÓ¯ÂÌËÂ ̃ ‡ÒÚÓÚ˚ ‚ÓÁ-
ÏÛ˘ÂÌËfl Í ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ˜‡ÒÚÓÚÂ – 0,8. 

2. ï‡ð‡ÍÚÂðÌ˚Â ð‡ÁÏÂð˚ ð‡Ò˜ÂÚÌÓÈ ÒıÂÏ˚ ÓÔðÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÍÓÓð‰Ë-
Ì‡ÚÌÓÈ ÒÂÚÍÓÈ ðËÒÛÌÍ‡ (ÒÚÓðÓÌ‡ Í‚‡‰ð‡Ú‡ ð‡‚Ì‡ ‡). 

3. ì˜ÂÚ ÒËÎ ËÌÂðˆËË ÔðÓËÁ‚Ó‰ËÚÒfl ‚ ÙÓðÏÂ ÒÓÒðÂ‰ÓÚÓ˜ÂÌÌ˚ı Ï‡ÒÒ, 
‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÍÓÚÓð˚ı ÔðÓÔÓðˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ‰ÎËÌ‡Ï Û˜‡ÒÚÍÓ‚ Ë Ëı ËÁ„Ë·ÌÓÈ 
ÊÂÒÚÍÓÒÚË (EJ – ‰Îfl ‚ÂðÚËÍ‡Î¸Ì˚ı Û˜‡ÒÚÍÓ‚ Ë 2EJ – ‰Îfl „ÓðËÁÓÌÚ‡Î ­̧
Ì˚ı). 

П1.4.2. РАСЧЕТ РАМ C УЗЛОВОЙ СТАТИЧЕСКОЙНАГРУЗКОЙ 
НА УСТОЙЧИВОСТЬ 

1. ê‡Ò˜ÂÚÌ˚Â ÒıÂÏ˚ (·ÂÁ Ì‡„ðÛÁÍË) ‚˚·Ëð‡˛ÚÒfl Ì‡ ðËÒ. è1.11-è1.12. 
ï‡ð‡ÍÚÂðÌ˚Â ð‡ÁÏÂð˚ ð‡Ò˜ÂÚÌÓÈ ÒıÂÏ˚ ÓÔðÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÍÓÓð‰ËÌ‡ÚÌÓÈ 
ÒÂÚÍÓÈ ðËÒÛÌÍ‡ (ÒÚÓðÓÌ‡ Í‚‡‰ð‡Ú‡ ð‡‚Ì‡ ‡). 

2. áÌ‡˜ÂÌËfl ÛÁÎÓ‚ÓÈ Ì‡„ðÛÁÍË ‚ ‚Ë‰Â ÒÓÒðÂ‰ÓÚÓ˜ÂÌÌ˚ı ÒËÎ Á‡‰‡˛Ú-
Òfl ‚ Ï‡Ò¯Ú‡·Â ê („ÓðËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚Â ð‡‚Ì˚ P, ‡ ‚ÂðÚËÍ‡Î¸Ì˚Â 2P). 

3. ÜÂÒÚÍÓÒÚÌ˚Â ı‡ð‡ÍÚÂðËÒËÚÍË Û˜‡ÒÚÍÓ‚: ‚ÂðÚËÍ‡Î¸Ì˚Â ËÏÂ˛Ú 
ÊÂÒÚÍÓÒÚ¸ Ì‡ ËÁ„Ë·, ð‡‚ÌÛ˛ EJ, ‡ „ÓðËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚Â Û˜‡ÒÚÍË – 2EJ). 
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Расчетные схемы для самостоятельного расчета 
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Приложение 2

П2.5. РАСЧЕТ НА СТАТИЧЕСКУЮ УСТОЙЧИВОСТЬ

2.5.1. ÑÎfl ð‡Ò˜ÂÚÌ˚ı ÒıÂÏ Ú‡·Î. è2.22 ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ
ÏÂÊ‰Û ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚ Ë ÙÓð-
ÏÓÈ ÔÓÚÂðË ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ„Ó ÒÚÂðÊÌfl.

í‡·ÎËˆ‡ è2.22

1 (1,0;0,7;0,7;0,5) 2 (2,0;1,0;1,0;0,7) 3 ( ;2,0;0,7;0,5) 4 (2,0;1,0;1,0;0,5) 5 ( ;2,0;0,7;0,7)

6 ( ;2,0;2,0;1,0) 7 ( ;2,0;1,0;0,5) 8 (2,0;1,0;1,0;0,7) 9 ( ;1,0;1,0;0,7 ) 10 (2,0;2,0;1,0;0,7)

∞ ∞

∞∞∞
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Тестовые задания

éÍÓÌ˜‡ÌËÂ Ú‡·Î. è2.22

2.5.2. ÑÎfl ÒÊ‡ÚÓ„Ó Û˜‡ÒÚÍ‡ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ð‡Ò˜ÂÚÌÓÈ ÒıÂÏ˚ Ú‡·Î. è2.23
‰‡Ú¸ ÓˆÂÌÍÛ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚.

í‡·ÎËˆ‡ è2.23

11 (2,0;1,0;0,7;0,7) 12 ( ;2,0;2,0;0,7) 13 (2,0;1,0;0,7;0,5) 14 ( ;2,0;2,0;1,0) 15 (2,0;0,7;0,7;0,5)

16 ( ;2,0;1,0;0,7) 17 (2,0;1,0;1,0;0,7) 18 ( ;2,0;2,0;0,7) 19 ( ;2,0;1,0;0,7) 20 (2,0;2,0;0,7;0,7)

∞ ∞

∞∞∞

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

16 17 18 19 20

1 2 3 4 5
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Приложение 2

1 (1,2,3,4) 2 (1,2,3,4) 3 (1,2,3,4) 4 (1,2,3,4) 5 (1,2,3,4)

6 (1,2,3,4) 7 (1,2,3,4) 8 (1,2,3,4) 9 (1,2,3,4) 10 (1,2,3,4)

11 (1,2,3,4) 12 (1,2,3,4) 13 (1,2,3,4) 14 (1,2,3,4) 15 (1,2,3,4)

16 (1,2,3,4) 17 (1,2,3,4) 18 (1,2,3,4) 19 (1,2,3,4) 20 (1,2,3,4)

2.5.3. Äëÿ ôîðì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òàáë. Ï2.24, äàòü îöåíêó êî-
ýôôèöèåíòà ñâîáîäíîé äëèíû ñæàòîãî ó÷àñòêà.

Òàáëèöà Ï2.24

2.5.4. Äëÿ ðàñ÷åòíûõ ñõåì òàáë. Ï2.25 ðàñïîëîæèòü ôîðìû ïîòåðè
óñòîé÷èâîñòè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû.

Òàáëèöà Ï2.25

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

2.5.5. Äëÿ ðàñ÷åòíûõ ñõåì òàáë. Ï2.26 óêàçàòü óñëîâèÿ äëÿ ôîð-
ìèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî ìåòîäó íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ

Ó÷åáíîå èçäàíèå

 Т е л и ч к о  Г р и г о р и й  Н и к о л а е в и ч

О С Н О В Ы
СТРОИТЕЛЬНОЙ МЕХАНИКИ

ПЛОСКИХ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ

Редактор Н. П. Одноволова
Корректор Т. В. Бекленищева

Èçä. ëèö. ËÐ � 020300 îò 12.02.97. Ïîäïèñàíî â ïå÷àòü 16.02.04. Ôîðìàò áóìàãè
60� 84 1/16. Áóìàãà îôñåòíàÿ. Óñë. ïå÷. ë. 25,6. Ó÷-èçä. ë. 22,5. Òèðàæ 150 ýêç.
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Тестовые задания

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

16 17 18 19 20

1 2 3 4 5
P P P P P

P P P
P

P

P

P P

P

P P

P P P

P

P

P P

(îòëè÷àþùèåñÿ ïî âåëè÷èíå èçãèáíûå æåñòêîñòè ó÷àñòêîâ âûäåëåíû
òîëùèíîé ëèíèè).

Òàáëèöà Ï2.26

2.5.6. Äëÿ ðàñ÷åòíûõ ñõåì òàáë. Ï2.27 ñîñòàâèòü îöåíêó çíà÷åíèÿ
êðèòè÷åñêîé ñèëû.

Òàáëèöà Ï2.27

2.5.7. Äëÿ ðàñ÷åòíûõ ñõåì òàáë. Ï2.28 ðàñïîëîæèòü ôîðìû ïîòåðè
óñòîé÷èâîñòè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé íàãðóçêè.

15.6.2.4. Çàïîëíåíèå ôàéëà-øàáëîíà
ïðè èñïîëüçîâàíèè ìàòðè÷íîé ôîðìû ìåòîäà ïåðåìåùåíèé ............... 362

15.6.3. Ðåøåíèå çàäà÷è äèíàìèêè........................................................................ 362
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äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ïî ìåòîäó ñèë ............................................................ 363
15.6.3.2. Ðåøåíèå çàäà÷è äèíàìèêè íà îñíîâå ìàòðè÷íûõ íàáîðîâ

äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ïî ìåòîäó ïåðåìåùåíèé .......................................... 365
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