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Ëåêöèÿ 1

� 1. Ìàòðèöû è äåéñòâèÿ íàä íèìè

Ìàòðèöåé ðàçìåðà m× n íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü mn ÷èñåë, ðàñïîëîæåííûõ â âèäå òàáëèöû
èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ:

A = (aij) =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 .

×èñëà aij, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû. ×èñëà aii îáðàçóþò
ãëàâíóþ äèàãîíàëü.

Ìàòðèöû A = (aij) è B = (bij) îäíîãî è òîãî æå ðàçìåðà m × n íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè
(îáîçíà÷åíèå A = B), åñëè aij = bij äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Åñëè m = n, òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé (n-ãî ïîðÿäêà). Åñëè aij = 0 ïðè âñåõ i 6= j,
òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé.

Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé êàæäûé ýëåìåíò ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâåí åäèíèöå, íàçû-
âàåòñÿ åäèíè÷íîé è îáîçíà÷àåòñÿ E. Ìàòðèöà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû íóëþ, íàçûâàåòñÿ
íóëåâîé è îáîçíà÷àåòñÿ O.

Ïðèìåð 1.1.

� Ìàòðèöà ðàçìåðà 3× 2:

A =

−2 1
0 −4
3 1

 .

� Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 3× 3:

E =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

� Íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 2× 3:

O =

(
0 0 0
0 0 0

)
.

Ìàòðèöà A>, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû A çàìåíîé ñòðîê íà ñòîëáöû, íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíè-
ðîâàííîé ê ìàòðèöå A. Ïðè ýòîì,

(A>)> = A.

Ïðèìåð 1.2.

� Åñëè A =

(
1 2
3 4

)
, òî A> =

(
1 3
2 4

)
;

� Åñëè B =

(
−3 2 −1
0 1 4

)
, òî B> =

−3 0
2 1
−1 4

.
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Äåéñòâèÿ íàä ìàòðèöàìè.

1) Ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå ìàòðèö. Ïóñòü A = (aij) è B = (bij) � ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå
ðàçìåðà. Òîãäà

A+B = (aij + bij).

Àíàëîãè÷íî,
A−B = (aij − bij).

Ïðèìåð 1.3.

�

(
1 2
3 4

)
+

(
−1 3
2 −5

)
=

(
0 5
5 −1

)
,

�

(
2
−3

)
−
(
1
2

)
=

(
1
−5

)
.

2) Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî. Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà, c � ÷èñëî. Òîãäà

c · A = (c · aij).

Ïðèìåð 1.4.

� −2 ·
(
−1 3
2 −5

)
=

(
2 −6
−4 10

)
.

3) Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö. Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà ðàçìåðà m × n, B = (bjk) � ìàòðèöà
ðàçìåðà n× p. Òîãäà

A ·B = (ai1b1k + . . .+ ainbnk) =

( n∑
j=1

aijbjk

)
,

ãäå i = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , p. Òàêèì îáðàçîì, A ·B åñòü ìàòðèöà ðàçìåðà m× p.

Ïðèìåð 1.5.

� (
1 2
3 4

)
·
(
−1 3 0
2 −5 1

)
=

=

(
1 · (−1) + 2 · 2 1 · 3 + 2 · (−5) 1 · 0 + 2 · 1
3 · (−1) + 4 · 2 3 · 3 + 4 · (−5) 3 · 0 + 4 · 1

)
=

(
3 −7 2
5 −11 4

)
.

� Ïðîèçâåäåíèå

(
−1 3 0
2 −5 1

)
·
(
1 2
3 4

)
íå îïðåäåëåíî.

�

(
2 −3 5

)
·

1
2
3

 = (2− 6 + 15) = (11).

�

1
2
3

 · (2 −3 5
)
=

2 −3 5
4 −6 10
6 −9 15

 .

� A · E = E · A = A äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A (ïîäõîäÿùåãî ðàçìåðà).
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà äåéñòâèé íàä ìàòðèöàìè.

1) A+B = B + A.

2) A+ (B + C) = (A+B) + C.

3) A · (B · C) = (A ·B) · C.

4) A · (B + C) = A ·B + A · C.

5) (A+B)> = A> +B>.

6) (A ·B)> = B> · A>.

Â îáùåì ñëó÷àå A·B 6= B·A. Îòñóòñòâèå ðàâåíñòâà ìîæåò áûòü ïî ðàçíûì ïðè÷èíàì. Íàïðèìåð,
îäíî èç ïðîèçâåäåíèé ìîæåò áûòü íå îïðåäåëåíî. Ëèáî íå ñîâïàäàþò ðàçìåðû ìàòðèö A ·B è B ·A.
Îäíàêî äàæå åñëè îáà ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëåíû è ðàçìåðû ìàòðèö ñîâïàäàþò, ðàâåíñòâà ìîæåò
íå áûòü.

Ïðèìåð 1.6. Ïóñòü A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
0 1
0 0

)
. Òîãäà

A ·B =

(
1 0
0 0

)
·
(
0 1
0 0

)
=

(
0 1
0 0

)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

B · A =

(
0 1
0 0

)
·
(
1 0
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Òàêèì îáðàçîì, A ·B 6= B · A.

� 2. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 .

Îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî detA, êîòîðîå ñòðîèòñÿ ïî ýëåìåíòàì ìàòðè-
öû. Ðàññìîòðèì äëÿ ñëó÷àåâ n = 1, 2, 3.

Äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A èñïîëüçóåòñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèå∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ïðèìåð 2.1.

� n = 1, A = (a11), detA = a11.

� n = 2, A =

(
a11 a12
a21 a22

)
, detA =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11 · a22 − a12 · a21.

Ñõåìà äëÿ çàïîìèíàíèÿ:
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a11 a12

a21 a22




+ −

� n = 3, A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

,

detA =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11 · a22 · a33 + a12 · a23 · a31 + a21 · a32 · a13−

− (a13 · a22 · a31 + a12 · a21 · a33 + a23 · a32 · a11).

Ñõåìà äëÿ çàïîìèíàíèÿ:

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32





+ + + − − −

Ìèíîðîì ýëåìåíòà aij ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé èç A âû-
÷åðêèâàíèåì i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà. Îáîçíà÷àåòñÿ Mij. Íàïðèìåð, åñëè

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ,

òî

M11 =

∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ , M32 =

∣∣∣∣a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣ .
Àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà aij íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Aij = (−1)i+jMij.

Íàïðèìåð,
A11 =M11, A32 = −M32.

Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû.

1) Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A è B (îäíîãî ïîðÿäêà) âûïîëíÿåòñÿ

det(A ·B) = detA · detB.

2) det(A>) = detA. Íàïðèìåð, ∣∣∣∣1 2
4 6

∣∣∣∣ = 1 · 6− 2 · 4 = −2,∣∣∣∣1 4
2 6

∣∣∣∣ = 1 · 6− 4 · 2 = −2.
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3) Ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñòðîê (èëè ñòîëáöîâ) â ìàòðèöå îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê. Íà-
ïðèìåð, ∣∣∣∣4 6

1 2

∣∣∣∣ = 2 · 4− 1 · 6 = 2.

Ñëåäñòâèå 2.1. Îïðåäåëèòåëü, èìåþùèé äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè (èëè ñòîëáöà), ðàâåí 0.

4) Åñëè ëþáóþ ñòðîêó (èëè ñòîëáåö) ìàòðèöû óìíîæèòü íà ÷èñëî c, òî îïðåäåëèòåëü óìíî-
æèòñÿ íà c. Íàïðèìåð, ∣∣∣∣2 · 1 2 · 2

4 6

∣∣∣∣ = 2 · 6− 4 · 4 = −4 = 2 ·
∣∣∣∣1 2
4 6

∣∣∣∣ .
Ñëåäñòâèå 2.2. Åñëè íåêîòîðàÿ ñòðîêà (èëè ñòîëáåö) ìàòðèöû öåëèêîì ñîñòîèò èç
íóëåé, òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí 0.

5) Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A = (aij) ïî k-é ñòðîêå:

detA = ak1Ak1 + ak2Ak2 + . . .+ aknAkn.

Àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå åñòü äëÿ k-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû. Ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ñâåñòè âû÷èñ-
ëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïîðÿäêà n ê âû÷èñëåíèþ n îïðåäåëèòåëåé ïîðÿäêà n− 1. Íàïðèìåð,

detA =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a21A21 + a22A22 + a23A23 =

= a21(−1)1+2

∣∣∣∣a12 a13
a32 a33

∣∣∣∣+ a22(−1)2+2

∣∣∣∣a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣+ a23(−1)3+2

∣∣∣∣a11 a12
a31 a32

∣∣∣∣ .
� 3. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà è åå ñâîéñòâà

Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà c 6= 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî c−1 òàêîå, ÷òî

c−1 · c = c · c−1 = 1.

Ìîæíî ëè àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèòü ìàòðèöó îáðàòíóþ ê äàííîé ìàòðèöå A? Îãðàíè÷èìñÿ
ñëó÷àåì êâàäðàòíûõ ìàòðèö.

Ìàòðèöà A−1 íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê ìàòðèöå A ðàçìåðà n× n, åñëè
A−1 · A = A · A−1 = E,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà. Ìàòðèöà A−1, åñëè îíà ñóùåñòâóåò, òàêæå èìååò ðàçìåð
n× n.

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè detA 6= 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé.

Òåîðåìà 3.1. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A èìååò îáðàòíóþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
íåâûðîæäåííàÿ, ò.å. detA 6= 0.

Ïóñòü A = (aij) � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n× n. Ìàòðèöà

A∗ =


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

 ,

ãäå Aij � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aij, íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííîé ê ìàòðèöå A.
Ïðèñîåäèíåííàÿ ìàòðèöà ñîñòîèò èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ìàòðèöû A>.

Îáðàòíîé ê ìàòðèöå A ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà

A−1 =
1

detA
· A∗.
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Ñâîéñòâà îáðàòíîé ìàòðèöû.

1) Åñëè îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò, òî îíà åäèíñòâåííàÿ.

2) (A−1)−1 = A.

3) det(A−1) =
1

detA
;

4) (A ·B)−1 = B−1 · A−1;

5) (A−1)> = (A>)−1.

� 4. Ïðîñòåéøèå ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü

� A � ìàòðèöà ðàçìåðà n× n è detA 6= 0;

� B � ìàòðèöà ðàçìåðà n×m, ãäå m > 1;

� C � ìàòðèöà ðàçìåðà m× n, ãäå m > 1.

Ïðîñòåéøèì ìàòðè÷íûì óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

A ·X = B èëè X · A = C,

ãäå X � íåèçâåñòíàÿ ìàòðèöà, êîòîðóþ òðåáóåòñÿ íàéòè.
Ðåøåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ A ·X = B:

A ·X = B,

A−1 · (A ·X) = A−1 ·B,
(A−1 · A) ·X = A−1 ·B,

E ·X = A−1 ·B,
X = A−1 ·B.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ A ·X = B ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà

X = A−1 ·B.

Àíàëîãè÷íî, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ X · A = C ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà

X = C · A−1.

Ïðèìåð 4.1. Ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

X ·
(

4 −1
−2 1

)
=

 0 −1
2 4
−1 2

 .

Îáîçíà÷èì A =

(
4 −1
−2 1

)
, C =

 0 −1
2 4
−1 2

. Íàéäåì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A:

detA =

∣∣∣∣ 4 −1
−2 1

∣∣∣∣ = 4 · 1− (−1) · (−2) = 2.
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Íàéäåì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ:

A11 = (−1)1+1
∣∣1∣∣ = 1, A21 = (−1)2+1

∣∣−1∣∣ = 1,

A12 = (−1)1+2
∣∣−2∣∣ = 2, A22 = (−1)2+2

∣∣4∣∣ = 4.

Òàêèì îáðàçîì,

A−1 =
1

detA

(
A11 A21

A12 A22

)
=

1

2

(
1 1
2 4

)
.

Òîãäà

X = C · A−1 = 1

2

 0 −1
2 4
−1 2

 · (1 1
2 4

)
=

1

2

−2 −410 18
3 7

 =

−1 −2
5 9
3/2 7/2

 .

Îòâåò: X =

−1 −2
5 9
3/2 7/2

.
Âèäåîóðîêè ïî ññûëêå https://ietn.susu.ru/?page_id=2539:

� Òåìà 1. Äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöàìè

� Òåìà 2. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé òðåòüåãî ïîðÿäêà

� Òåìà 4. Ìèíîð è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà ìàòðèöû

� Òåìà 3. Ðåøåíèå ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé
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Ëåêöèÿ 2

� 5. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ñèñòåìà èç m óðàâíåíèé âèäà
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

(5.1)

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ). Ïðè ýòîì,

� x1, x2, . . . , xn � íåèçâåñòíûå;

� aij � êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (çàäàííûå ÷èñëà);

� bi � ñâîáîäíûå êîýôôèöèåíòû (çàäàííûå ÷èñëà).

Ñîâîêóïíîñòü n ÷èñåë c1, c2, . . . , cn íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (5.1), åñëè ïîñëå ïîäñòà-
íîâêè xj → cj, êàæäîå óðàâíåíèå â (5.1) îáðàùàåòñÿ â ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî.

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (5.1). Åñëè ñèñòåìà (5.1) íå èìååò ðå-
øåíèÿ, òî îíà íàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîé.

Åñëè ñèñòåìà èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, òî îíà íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé. Ñîâìåñòíàÿ ñè-
ñòåìà ìîæåò èìåòü ëèáî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ëèáî áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Ïðèìåð 5.1.

� Ñèñòåìà {
x+ y = 1,
x+ y = 0

íåñîâìåñòíà.

� Ñèñòåìà {
x+ 2y = 1,
x+ y = 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = −1, y = 1.

� Ñèñòåìà {
x+ y = 0,
2x+ 2y = 0.

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé âèäà x = −y, ãäå y � ëþáîå ÷èñëî.

Ñèñòåìó (5.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

A ·X = B,

ãäå

� X =

x1...
xn

 � ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ (ìàòðèöà ðàçìåðà n× 1);

� A = (aij) � ìàòðèöà ñèñòåìû,

9



� B =

 b1
...
bm

 � ñòîëáåö ñâîáîäíûõ êîýôôèöåíòîâ (ìàòðèöà ðàçìåðà m× 1).

Íàïðèìåð, ñèñòåìó {
x+ 2y = 1,
x+ y = 0

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (
1 2
1 1

)
·
(
x
y

)
=

(
1
0

)
.

� 6. Ìåòîä Ãàóññà

Ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè íàä ñòðîêàìè ìàòðèöû:

� ïåðåñòàíîâêà ìåñòàìè äâóõ ñòðîê;

� óìíîæåíèå ñòðîêè íà ÷èñëî c 6= 0;

� ïðèáàâëåíèå ê îäíîé ñòðîêå ìàòðèöû äðóãîé óìíîæåííîé íà ÷èñëî.

Äâå ìàòðèöû A è B íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçíà÷åíèå A ∼ B), åñëè A ïîëó÷àåòñÿ
èç B ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé íàä ñòðîêàìè.

Óñëîâèå c 6= 0 îáåñïå÷èâàåò îáðàòèìîñòü ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ò.å. åñëè A ∼ B, òî
B ∼ A.

Ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû (5.1) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

A =
(
A B

)
=


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn bm

 .

Òåîðåìà 6.1. Ïðè ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèÿõ íàä ñòðîêàìè ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ìíîæåñòâî
ðåøåíèé ÑËÀÓ íå ìåíÿåòñÿ.

Ñóòü ìåòîäà Ãàóññà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ýëåìåíòàðíûìè îïåðàöèÿìè íàä ñòðîêàìè ðàñøèðåííîé
ìàòðèöû ñèñòåìû ïðèâåñòè åå ê íàèáîëåå ïðîñòîìó (ñòóïåí÷àòîìó) âèäó.

Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé, åñëè:

� âñå åå íóëåâûå ñòðîêè ñòîÿò ïîñëå íåíóëåâûõ;

� êîëè÷åñòâî íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, èäóùèõ ïîäðÿä â íà÷àëå êàæäîé íåíóëåâîé ñòðîêè, óâå-
ëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà ñòðîêè.

Ñòóïåí÷àòûå ìàòðèöû:1 −3 2 0
0 2 1 −3
0 0 3 4

 ,

1 −3 2
0 0 1
0 0 0

 ,


1 −2 3
0 3 −5
0 0 0
0 0 0

 .

Íå ñòóïåí÷àòûå ìàòðèöû:1 −3 2 4
0 0 1 −3
0 0 3 4

 ,

1 −3 2
0 2 1
0 1 0

 ,


1 −2 3
0 0 0
0 3 −5
0 0 0

 .

Ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñîñòîèò èç äâóõ õîäîâ:
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1) Ïðÿìîé õîä : ýëåìåíòàðíûìè îïåðàöèÿìè íàä ñòðîêàìè ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû
ïðèâîäèòñÿ ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðè ýòîì èìåþò
îäèíàêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

2) Îáðàòíûé õîä : èç ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé ñòóïåí÷àòîì âèäó, ïîñëåäîâàòåëüíî íàõî-
äÿòñÿ âñå íåèçâåñòíûå. Íåêîòîðûå ïåðåìåííûå ïðè ýòîì ìîãóò îêàçàòüñÿ ñâîáîäíûìè, ò.å.
îíè ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ. Îñòàëüíûå ïåðåìåííûå � áàçèñíûå � âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ñâîáîäíûå.

Ìåòîä Ãàóññà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ. Îí ïîçâîëÿåò
íàõîäèòü âñå ðåøåíèÿ ëþáîé ñèñòåìû, ëèáî óñòàíàâëèâàòü, ÷òî ðåøåíèé íåò. Îïèñûâàòü ìåòîä
Ãàóññà äëÿ ÑËÀÓ îáùåãî âèäà äîâîëüíî çàòðóäíèòåëüíî. Ðàññìîòðèì äàííûé ìåòîä íà ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 6.1. Ðåøèòü ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà:
x+ 2y − 3z = −1,
2x+ 5y − 4z = −3,
3x+ y + 3z = 2.

Ïðÿìîé õîä. Ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà:

A =

 1 2 −3 −1
2 5 −4 −3
3 1 3 2

 .

Ïðèâåäåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîé ôîðìå:

A =

 1 2 −3 −1
2 5 −4 −3
3 1 3 2

 ∼
 1 2 −3 −1

0 1 2 −1
3 1 3 2

 ∼
 1 2 −3 −1

0 1 2 −1
0 −5 12 5

 ∼
 1 2 −3 −1

0 1 2 −1
0 0 22 0

 .

Ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ïðèâåäåíà ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà çàêîí÷åí.

Îáðàòíûé õîä. Ðåøèì ñèñòåìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòóïåí÷àòîé ðàñøèðåííîé ìàòðèöå:
x+ 2y − 3z = −1,

y + 2z = −1,
22z = 0,

⇔


x+ 2y − 3 · 0 = −1,
y + 2 · 0 = −1,
z = 0,

⇔

⇔


x+ 2 · (−1) = −1,
y = −1,
z = 0,

⇔


x = 1,
y = −1,
z = 0.

Îòâåò: x = 1, y = −1, z = 0.

Ïðèìåð 6.2. Ðåøèòü ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà:
x− 2y + z = 3,
2x+ 3y − z = 1,

7y − 3z = 4.

Ïðÿìîé õîä. Ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà:

A =

 1 −2 1 3
2 3 −1 1
0 7 −3 4

 .
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Ïðèâåäåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîé ôîðìå:

A =

 1 −2 1 3
2 3 −1 1
0 7 −3 4

 ∼
 1 −2 1 3

0 7 −3 −5
0 7 −3 4

 ∼
 1 −2 1 3

0 7 −3 −5
0 0 0 9

 .

Îáðàòíûé õîä. Ðåøèì ñèñòåìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòóïåí÷àòîé ðàñøèðåííîé ìàòðèöå:
x− 2y + z = 3,

7y − 3z = −5,
0 = 9.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.
Îòâåò: ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.

Ïðèìåð 6.3. Ðåøèòü ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà:
2x− y + 3z − 5t = 1,

x− y + z = 1,
3x+ 2y − 2z − 5t = −12,
x− 3y + z + 6t = 5.

Ïðÿìîé õîä. Ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà:

A =


2 −1 3 −5 1
1 −1 1 0 1
3 2 −2 −5 −12
1 −3 1 6 5

 .

Ïðèâåäåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîé ôîðìå:

A =


2 −1 3 −5 1
1 −1 1 0 1
3 2 −2 −5 −12
1 −3 1 6 5

 ∼


1 −1 1 0 1
2 −1 3 −5 1
3 2 −2 −5 −12
1 −3 1 6 5

 ∼


1 −1 1 0 1
0 1 1 −5 −1
0 5 −5 −5 −15
0 −2 0 6 4

 ∼

∼


1 −1 1 0 1
0 1 1 −5 −1
0 0 −10 20 −10
0 0 2 −4 2

 ∼


1 −1 1 0 1
0 1 1 −5 −1
0 0 −1 2 −1
0 0 2 −4 2

 ∼


1 −1 1 0 1
0 1 1 −5 −1
0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 0

 .

Îáðàòíûé õîä. Ðåøèì ñèñòåìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòóïåí÷àòîé ðàñøèðåííîé ìàòðèöå:
x− y + z = 1,
y + z − 5t = −1,
−z + 2t = −1,

0 = 0,

⇔


x− y + 2t+ 1 = 1,
y + 2t+ 1− 5t = −1,
z = 2t+ 1,

⇔

⇔


x− (3t− 2) + 2t+ 1 = 1,
y = 3t− 2,
z = 2t+ 1,

⇔


x = t− 2,
y = 3t− 2,
z = 2t+ 1.

Ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ t ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå
çíà÷åíèÿ. Ïåðåìåííûå x, y è z âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñâîáîäíóþ.

Îòâåò: x = t− 2, y = 3t− 2, z = 2t+ 1, ãäå t � ëþáîå ÷èñëî.
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Ïðèìåð 6.4. Ðåøèòü ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà:
x+ 2y + 4z − 2t = 5,

2x− 3y − 6z + 3t = 3,
4x− 5y + 10z − 5t = 7.

Ïðÿìîé õîä. Ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà:

A =

 1 2 4 −2 5
2 −3 −6 3 3
4 −5 10 −5 7

 .

Ïðèâåäåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîé ôîðìå:

A =

 1 2 4 −2 5
2 −3 −6 3 3
4 −5 10 −5 7

 ∼
 1 2 4 −2 5

0 −7 −14 7 −7
0 −13 −6 3 −13

 ∼
∼

 1 2 4 −2 5
0 1 2 −1 1
0 −13 −6 3 −13

 ∼
 1 2 4 −2 5

0 1 2 −1 1
0 0 20 −10 0

 .

Îáðàòíûé õîä. Ðåøèì ñèñòåìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòóïåí÷àòîé ðàñøèðåííîé ìàòðèöå:
x+ 2y + 4z − 2t = 5,

y + 2z − t = 1,
20z − 10t = 0,

⇔


x+ 2y + 4z − 2 · (2z) = 5,
y +��2z −��2z = 1,
t = 2z,

⇔

⇔


x+ 2 · 1 +��4z −��4z = 5,
y = 1,
t = 2z,

⇔


x = 3,
y = 1,
t = 2z.

Ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ z ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå
çíà÷åíèÿ. Ïåðåìåííûå x, y, t âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñâîáîäíóþ.

Îòâåò: x = 3, y = 1, t = 2z, ãäå z � ëþáîå ÷èñëî.

Âèäåîóðîêè ïî ññûëêå https://ietn.susu.ru/?page_id=5191:

� Òåìà 13. Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàóññà (åäèí.ðåø.)
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Ëåêöèÿ 3

� 7. Ãåîìåòðè÷åñêèå âåêòîðû è äåéñòâèÿ íàä íèìè

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå èëè íà ïëîñêîñòè çàäàíû äâå òî÷êè A è B. Íàïðàâëåííûé îòðåçîê èç A

â B íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì âåêòîðîì (èëè ïðîñòî âåêòîðîì) è îáîçíà÷àåòñÿ
−→
AB (èëè ~a).

Âåêòîð
−→
BA (èëè −~a) íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì âåêòîðó

−→
AB.

a

A

B
-a

A

B

Äëèíà îòðåçêà AB íàçûâàåòñÿ äëèíîé (ìîäóëåì) âåêòîðà
−→
AB è îáîçíà÷àåòñÿ |

−→
AB|. Âåêòîð,

äëèíà êîòîðîãî ðàâíà íóëþ, íàçûâàåòñÿ íóëåâûì âåêòîðîì è îáîçíà÷àåòñÿ ~0.
Âåêòîðû ~a è ~b íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè (~a⊥~b), åñëè óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí 90◦, ò.å.

åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå îòðåçêè ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Âåêòîðû ~a è ~b íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè (~a ‖ ~b), åñëè îíè ëåæàò íà îäíîé èëè íà ïàðàë-

ëåëüíûõ ïðÿìûõ. Êîëëèíåàðíûå âåêòîðû ìîãóò áûòü

� ñîíàïðàâëåíû (↑↑);

� ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû (↑↓).

Íóëåâîé âåêòîð îäíîâðåìåííî êîëëèíåàðåí è îðòîãîíàëåí ëþáîìó äðóãîìó âåêòîðó.
Äâà âåêòîðà ~a è ~b íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè (îáîçíà÷åíèå ~a = ~b), åñëè îíè

1) èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó (|~a| = |~b|);

2) êîëëèíåàðíû è ñîíàïðàâëåíû (~a ↑↑ ~b).

Äëÿ ðàâåíñòâà âåêòîðîâ íåîáÿçàòåëüíî, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèå èì îòðåçêè ñîâïàäàëè. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ, ðàâíûìè ÿâëÿþòñÿ äâà âåêòîðà, ïîëó÷àåìûå îäèí èç äðóãîãî ïàðàëëåëüíûì ïåðåíî-
ñîì.

Äåéñòâèÿ íàä âåêòîðàìè.

1) Óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî. Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà ~a íà ÷èñëî c íàçûâàåòñÿ âåêòîð ~b
òàêîé, ÷òî

�
~b ↑↑ ~a, åñëè c > 0 è ~b ↑↓ ~a, åñëè c < 0,

� |~b| = |c| · |~a|.

Îáîçíà÷åíèå: ~b = c · ~a (ðèñ.).

a
2- a

1

2
a

2) Ñëîæåíèå âåêòîðîâ. Ïóñòü ~a è ~b � äâà ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðà. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ

òî÷êó O è ïîñòðîèì âåêòîð
−→
OA = ~a. Îò òî÷êè A îòëîæèì âåêòîð

−→
AB = ~b. Âåêòîð

−−→
OB

íàçûâàåòñÿ ñóììîé âåêòîðîâ ~a è ~b. Îáîçíà÷åíèå: ~a+~b (ðèñ.).
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a
A

B

b
O

+a b

Ñóììà âåêòîðîâ íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè O.

3) Âû÷èòàíèå âåêòîðîâ. Ðàçíîñòüþ âåêòîðîâ ~a è ~b íàçûâàåòñÿ âåêòîð ~c òàêîé, ÷òî ~b+~c = ~a.

Îáîçíà÷åíèå: ~a−~b. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó O è ïîñòðîèì âåêòîðû
−→
OA = ~a è

−−→
OB = ~b.

Òîãäà ~a−~b =
−→
BA (ðèñ.).

a
A

B
b

O -a b

Îðòîì âåêòîðà ~a 6= ~0 íàçûâàåòñÿ âåêòîð

~a0 =
1

|~a|
· ~a.

Îðò ñîíàïðàâëåí ñ âåêòîðîì ~a è èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó, ò.å. |~a0| = 1 è ~a0 ↑↑ ~a.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà äåéñòâèé íàä âåêòîðàìè.

1) ~a+~0 = ~a−~0 = ~a.

2) ~a+~b = ~b+ ~a.

3) (~a+~b) + ~c = ~a+ (~b+ ~c).

4) c · (~a+~b) = c · ~a+ c ·~b, ãäå c � ÷èñëî.

� 8. Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðîâ

Äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü

� òî÷êè O (íà÷àëà êîîðäèíàò);

� ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç O ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ îñåé (îñåé êîîðäèíàò) (ðèñ.).

i

j
k

O

x

y

z
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Íà ïëîñêîñòè � 2 îñè, â ïðîñòðàíñòâå � 3 îñè. Îáîçíà÷åíèå: Oxy (íà ïëîñêîñòè) èëè Oxyz (â
ïðîñòðàíñòâå).

� Ox � îñü àáñöèññ;

� Oy � îñü îðäèíàò;

� Oz � îñü àïïëèêàò.

Äàëåå âñå îïðåäåëåíèÿ áóäóò äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ èçìåðåíèé. Íà ïëîñêîñòè àíàëîãè÷íî.
Âåêòîðû åäèíè÷íîé äëèíû, ñîíàïðàâëåííûå ñ îñÿìè êîîðäèíàò Ox, Oy, Oz, íàçûâàþòñÿ

áàçèñíûìè îðòàìè è îáîçíà÷àþòñÿ ~i, ~j, ~k ñîîòâåòñòâåííî.
Ñîâîêóïíîñòü áàçèñíûõ îðòîâ {~i,~j,~k} íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì áàçèñîì 3-ìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà.
Ïóñòü ~a � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ðàçëîæåíèåì âåêòîðà ~a ïî ñòàíäàðòíîìó áàçèñó {~i,~j,~k}

íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå åãî â âèäå

~a = ax~i+ ay~j + az~k,

ãäå ax, ay, az � ÷èñëà, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ (äåêàðòîâûìè) êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ~a.

Òåîðåìà 8.1. Ëþáîé âåêòîð ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñó {~i,~j,~k} åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Âåêòîð ~a ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè, ÷òî ïîä÷åðêèâàåòñÿ îáîçíà÷åíèåì
~a = {ax; ay; az}. Íàïðèìåð,

~0 = {0; 0; 0}, ~i = {1; 0; 0}, ~j = {0; 1; 0}, ~k = {0; 0; 1}.

Ñâîéñòâà êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðîâ.

Ïóñòü ~a = {ax; ay; az}, ~b = {bx; by; bz}, c = const.

1) |~a| =
√
a2x + a2y + a2z.

2) ~a+~b = {ax + bx; ay + by; az + bz}.

3) ~a−~b = {ax − bx; ay − by; az − bz}.

4) c · ~a = {cax; cay; caz}.

5) Óñëîâèå ðàâåíñòâà âåêòîðîâ â êîîðäèíàòíîé ôîðìå:

~a = ~b ⇔


ax = bx,
ay = by,
az = bz.

6) Óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ â êîîðäèíàòíîé ôîðìå:

~a ‖ ~b ⇔ ax
bx

=
ay
by

=
az
bz

⇔


ax = tbx,
ay = tby,
az = tbz

äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà t. Çäåñü äîïóñêàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå ÷èñëà â çíàìåíàòåëå ìîãóò ðàâ-
íÿòüñÿ íóëþ. Ïðè ýòîì, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà â ÷èñëèòåëå òàêæå äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ.
Íàïðèìåð, âåêòîðû {1;−2; 0} è {−2; 4; 0} êîëëèíåàðíû.
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(Äåêàðòîâûìè) êîîðäèíàòàìè òî÷êè A íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà
−→
OA, ãäå O � íà-

÷àëî êîîðäèíàò. Åñëè òî÷êà A èìååò êîîðäèíàòû (xA; yA; zA), à òî÷êà B � (xB; yB; zB), òî

−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA = {xB − xA; yB − yA; zB − zA}.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B íàõîäèòñÿ êàê äëèíà âåêòîðà
−→
AB, ò.å.

|
−→
AB| =

√
(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2.

� 9. Ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíû âåêòîðû ~a = {ax; ay; az} è ~b = {bx; by; bz}.
Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ~a è ~b (îáîçíà÷åíèå ~a ·~b) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

~a ·~b = axbx + ayby + azbz.

Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

1) ~b · ~a = ~a ·~b.

2) ~a · (~b+ ~c) = ~a ·~b+ ~a · ~c.

3) (c~a) ·~b = c (~a ·~b), ãäå c � ÷èñëî.

4) |~a| =
√
~a · ~a.

5) Âåêòîðû ~a è ~b îðòîãîíàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ~a ·~b = 0.

6) Êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè ~a è ~b:

cosα =
~a ·~b
|~a| |~b|

. (9.1)

7) Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ: ðàáîòà ïîñòîÿííîé ñèëû ~F ïî ïåðåìåùåíèþ
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè èç òî÷êè A â òî÷êó B íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

P = ~F ·
−→
AB. (9.2)

Ïðèìåð 9.1. Íàéòè ðàáîòó ñèëû ~F = {−5;−1; 2} ïî ïåðåìåùåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè èç
òî÷êè A(2; 7;−1) â òî÷êó B(3; 5; 4).

Êîîðäèíàòû âåêòîðà
−→
AB:

−→
AB = {3− 2; 5− 7; 4− (−1)} = {1;−2; 5}.

Ðàáîòó ñèëû íàéäåì ïî ôîðìóëå (9.2):

P = ~F ·
−→
AB = (−5) · 1 + (−1) · (−2) + 2 · 5 = 7.

Îòâåò: P = 7.

Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ~a è ~b (îáîçíà÷åíèå ~a×~b) íàçûâàåòñÿ âåêòîð

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ = {aybz − azby;−axbz + azbx; axby − aybx}.

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëåíî òîëüêî â ïðîñòðàíñòâå (íå íà ïëîñêîñòè).
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9.1. Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

1) ~a× ~a = ~0.

2) ~b× ~a = −(~a×~b).

3) ~a× (~b+ ~c) = ~a×~b+ ~a× ~c.

4) (c~a)×~b = c (~a×~b), ãäå c � ÷èñëî.

5) |~a×~b| = |~a| |~b| sinα, ãäå α � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a è ~b.

6) Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a è ~b:

S = |~a×~b|.

7) Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a è ~b:

S4 =
1

2
|~a×~b|. (9.3)

8) Âåêòîðû ~a è ~b êîëëèíåàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ~a×~b = ~0.

Ïðèìåð 9.2. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(1; 0; 3), B(1;−1; 4), C(2; 1;−2). Íàéòè êîñèíóñ
óãëà ïðè âåðøèíå A è ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC.

A

C

B

a

Êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
−→
AB è

−→
AC:

−→
AB = {1− 1;−1− 0; 4− 3} = {0;−1; 1},
−→
AC = {2− 1; 1− 0;−2− 3} = {1; 1;−5}.

Òîãäà

−→
AB ·

−→
AC = 0 · 1 + (−1) · 1 + 1 · (−5) = −6,

|
−→
AB| =

√
02 + (−1)2 + 12 =

√
2,

|
−→
AC| =

√
12 + 12 + (−5)2 =

√
27 = 3

√
3.

Îáîçíà÷èì α óãîë ïðè âåðøèíå A. Íàéäåì cosα ïî ôîðìóëå (9.1):

cosα =

−→
AB ·

−→
AC

|
−→
AB| · |

−→
AC|

=
−6√
2 · 3
√
3
= − 2√

6
= −
√
6

3
.
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Íàéäåì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

−→
AB ×

−→
AC =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
0 −1 1
1 1 −5

∣∣∣∣∣∣
~i ~j
0 −1
1 1

= 5~i+~j + 0~k − (−~k +~i+ 0~j) = 4~i+~j + ~k = {4; 1; 1}.

Íàéäåì ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ïî ôîðìóëå (9.3):

S4ABC =
1

2
|
−→
AB ×

−→
AC| = 1

2

√
42 + 12 + 12 =

√
18

2
=

3
√
2

2
.

Îòâåò: cosα = −
√
6

3
; S4ABC =

3
√
2

2
.

Âèäåîóðîêè ïî ññûëêå https://ietn.susu.ru/?page_id=2539:

� Òåìà 6. Êîëëèíåàðíîñòü âåêòîðîâ

� Òåìà 7. Îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ

� Òåìà 8. Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè

� Òåìà 9. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
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Ëåêöèÿ 4

� 10. Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè

Ïóñòü L � ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè Oxy.

� Âåêòîð ~n 6= ~0 íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïðÿìîé L, åñëè îí ïåðïåíäèêóëÿðåí ýòîé
ïðÿìîé.

� Âåêòîð ~s 6= ~0 íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé L, åñëè îí ëåæèò íà ýòîé
ïðÿìîé èëè ïàðàëëåëåí åé (ðèñ.).

L

n
s

Íîðìàëüíûé è íàïðàâëÿþùèé âåêòîðû ïðÿìîé îïðåäåëåíû íå îäíîçíà÷íî.

1) Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M(x0; y0) è èìåþùåé íîðìàëüíûé âåêòîð
~n = {A;B}:

A(x− x0) +B(y − y0) = 0.

2) Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè:

Ax+By + C = 0,

ãäå êîýôôèöèåíòû A è B íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî. Íîðìàëüíûé âåêòîð òàêîé ïðÿìîé
åñòü ~n = {A;B}.

3) Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M(x0; y0) è èìåþùåé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð
~s = {p; q}:

x− x0
p

=
y − y0
q

. (10.1)

Äàííîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé. ×èñëà p è q ïî îòäåëü-
íîñòè ìîãóò ðàâíÿòüñÿ íóëþ.

4) Èç êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ïîëó÷àþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé:{
x = x0 + pt,
y = y0 + qt,

ãäå t � ïàðàìåòð.

5) Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè M(x0; y0) è N(x1; y1):

x− x0
x1 − x0

=
y − y0
y1 − y0

. (10.2)

Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé è ïðÿìîé îïðåäåëÿåòñÿ êàê äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåííîãî
èç äàííîé òî÷êè ê äàííîé ïðÿìîé (ðèñ.).
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0+ + =Ax By C

0 0( , )M x y

d

n

Ðàññòîÿíèå d ìåæäó òî÷êîé M(x0; y0) è ïðÿìîé Ax+By + C = 0 íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

d =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
. (10.3)

Ïðèìåð 10.1. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(−1; 4), B(2; 3), C(1;−2). Íàéòè: 1) óðàâíåíèå
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A ïàðàëëåëüíî ñòîðîíå BC; 2) óðàâíåíèå ìåäèàíû òðåóãîëü-
íèêà, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû B; 3) äëèíó âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû C.

A

C

d

B
M

L1

L2

L3

1) Ïóñòü L1 � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó A ïàðàëëåëüíî ñòîðîíå BC. Íàïðàâëÿþùèé
âåêòîð ïðÿìîé L1:

~s =
−−→
BC = {1− 2;−2− 3} = {−1;−5}.

Óðàâíåíèå ïðÿìîé L1 ïî ôîðìóëå (10.1):

x− (−1)
−1

=
y − 4

−5
,

−5(x+ 1) = −(y − 4),

−5x+ y − 9 = 0.

2) Ïóñòü L2 � ïðÿìàÿ, íà êîòîðîé ëåæèò ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû B.
Íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè M � ñåðåäèíû îòðåçêà AC:

xM =
xA + xC

2
=
−1 + 1

2
= 0,

yM =
yA + yC

2
=

4 + (−2)
2

= 1.

Ïðÿìàÿ L2 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè B è M . Óðàâíåíèå ïðÿìîé L2 ïî ôîðìóëå (10.2):

x− 2

0− 2
=
y − 3

1− 3
,

−2(x− 2) = −2(y − 3),

−2x+ 2y − 2 = 0.
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3) Óðàâíåíèå ïðÿìîé L3 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A è B. Óðàâíåíèå ïðÿìîé L3 ïî ôîðìó-
ëå (10.2):

x− (−1)
2− (−1)

=
y − 4

3− 4
,

−(x+ 1) = 3(y − 4),

−x− 3y + 11 = 0.

Íàéäåì ðàññòîÿíèå d ìåæäó òî÷êîé C è ïðÿìîé L3 ïî ôîðìóëå (10.3):

d =
−1− 3 · (−2) + 11√

(−1)2 + (−3)2
=

16√
10

=
8
√
10

5
.

Îòâåò: 1) −5x+ y − 9 = 0; 2) −2x+ 2y − 2 = 0; 3)
8
√
10

5
.

� 11. Óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè è ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü S � ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå Oxyz.
Âåêòîð ~n 6= ~0 íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïëîñêîñòè S, åñëè îí ïåðïåíäèêóëÿðåí

ýòîé ïëîñêîñòè (ðèñ.).

S

n

Íîðìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòè îïðåäåëåí íå îäíîçíà÷íî.

1) Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M(x0; y0; z0) è èìåþùåé íîðìàëüíûé âåê-
òîð ~n = {A;B;C}:

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

2) Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå:

Ax+By + Cz +D = 0,

ãäå êîýôôèöèåíòû A, B è C íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî. Íîðìàëüíûé âåêòîð òàêîé
ïëîñêîñòè åñòü ~n = {A;B;C}.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé è ïëîñêîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êàê äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåí-
íîãî èç äàííîé òî÷êè ê äàííîé ïëîñêîñòè (ðèñ.).
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M x y z0 0 0( ; ; )

d

n

0+ + =Ax By Cz D+

Ðàññòîÿíèå d ìåæäó òî÷êîé M(x0; y0; z0) è ïðÿìîé Ax + By + Cx + D = 0 íàõîäèòñÿ ïî
ôîðìóëå

d =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
.

Ïóñòü L � ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå Oxyz.
Âåêòîð ~s 6= ~0 íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé L, åñëè îí ëåæèò íà ýòîé ïðÿìîé

èëè ïàðàëëåëåí åé (ðèñ.).

L
s

Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé îïðåäåëåí íå îäíîçíà÷íî.

1) Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M(x0; y0; z0) è èìåþùåé íàïðàâëÿþùèé âåê-
òîð ~s = {p; q; r}:

x− x0
p

=
y − y0
q

=
z − z0
r

.

Äàííûå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé. ×èñëà p, q, r ïî
îòäåëüíîñòè èëè ïîïàðíî ìîãóò ðàâíÿòüñÿ íóëþ.

2) Èç êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîëó÷àþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé:
x = x0 + pt,

y = y0 + qt,

z = z0 + rt,

(11.1)

ãäå t � ïàðàìåòð.

3) Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè M(x0; y0; z0) è N(x1; y1; z1):

x− x0
x1 − x0

=
y − y0
y1 − y0

=
z − z0
z1 − z0

.

Ïðèìåð 11.1. Íàéòè ïðîåêöèþ òî÷êè P (3;−2; 5) íà ïëîñêîñòü −x+ 4y + 2z − 20 = 0.
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Îáîçíà÷èì ~n íîðìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòè −x+ 4y + 2z − 20 = 0. Òîãäà

~n = {−1; 4; 2}.

Íàéäåì óðàâíåíèÿ ïðÿìîé L, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó P ïåðïåíäèêóëÿðíî äàííîé ïëîñêî-
ñòè. Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé L:

~s = ~n = {−1; 4; 2}.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ïî ôîðìóëå (11.1):
x = 3− t,
y = −2 + 4t,

z = 5 + 2t.

(11.2)

Ïîäñòàâèì (11.2) â óðàâíåíèå ïëîñêîñòè:

−(3− t) + 4(−2 + 4t) + 2(5 + 2t)− 20 = 0,

−3 + t− 8 + 16t+ 10 + 4t− 20 = 0,

21t− 21 = 0,

t = 1.

Ïîäñòàâèì íàéäåííîå çíà÷åíèå t îáðàòíî â (11.2):
x = 3− 1 = 2,

y = −2 + 4 · 1 = 2,

z = 5 + 2 · 1 = 7.

Îòâåò: ïðîåêöèÿ òî÷êè P íà ïëîñêîñòü èìååò êîîðäèíàòû (2; 2; 7).
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